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Stochastische Modelle

Zufallsexperimente:
Wirfel werfen, Stichprobe ziehen, Lebensdauer, Marktgeschehen, ...

= Zufallsvariable XY, Z,... auf einem W.-Raum (Q,%, P)

Wahrscheinlichkeiten fur Ereignisse:
P(X=5) =W. eine 5 zu wirfeln; P(X< 10000) = W. Lebensdauer < 10000

Unabhangigkeit von X,Y:

zweimal Wurfeln, m-mal Ziehen mit Zuriicklegen

Wiederholen von Experimenten:
X1, Xo,... unabhangig und identisch verteilt

X,Y unabhéangig < P(X=i,Y=j)=P(X=i) -P(Y=j)

gemeinsame Verteilung = Produkt der Randverteilungen

Abhangigkeit: gemeinsame Verteilung mehr als Produkt der Randverteilungen

23.9.2009 Lehrerfortbildung TU Clausthal



... Stochastische Modelle

= Abhangigkeit:

X,, X, unabhangige Wurfelergebnisse:
P(X,=3, X,=5) = P(X,=3)- P(X,=5) = 1/36

Y:= X +X, Augensumme: Y, X nicht unabhangig
X1=5 =Y >6, Y=3= X;=1 oder X; =2
P(X;=5Y=3) =0 # P(X;=5)-PY=3) =1/6-2/36

= Bedingte Verteilung P[Y=j| X=i]

Mal fur die verbleibende Unsicherheit GUber Y=; bei X=i

. . P (Y =Jj, X = Z) = rel. Haufigkeit von X=i und Y=j
PY=jlX=i = —F5 (X =) unter allen mit X—=i ‘

P(X=4,Y=j) = P[Y =j | X =i]-P(X =)

X,Y unabhangig = PY=j|X=i =P{Y=j)

. . . . . . Sat d
= P(Y=j) = ZP(Y:],X:z) = ZP[Y:]|X:@]-P(X:@) s
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Beispiel

= Wetter : T (trocken), R (Regen)

= X = Wetter heute, Y := Wetter morgen

= Erfahrung :  W. 'Wetter bleibt' = 2/3 : PY =51 X =341 = 2/3 ;1R
W. 'Wetter &ndert sich'=1/3: P[Y £ | X =j] = 1/3

= Vermutung: P(X=T) = 1/4;, P(X=R) = 3/4

= Wie wird das Wetter morgen: P(Y=T)= ?
Py=T) =PYy=T|X=T]-P(X=T) + Py =T | X =R]-P(X =R)
=2/3-1/4 + 1/3-3/4 = 5/12 > 1/4 = P(X =T)
= Z Wetter Ubermorgen: P(Z=T)= ?
P(Z=T) :Zje{T,R}P[Z:T Y =j]-P(Y =)
=2/3.5/12+1/3-7/12 = 17/36 > 5/12=P(Y =T)

1/3 3/4
heute |morgen | iimorgen | + 3 +4 0

1/4
2/3 2/3
Ri3m |72 1936 |ssoe [eosas 12| T R D?
T|1/4 |512 |17/36 |53/108 |161/324|1/2 1/2 1/3  1/2
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Stochastische Prozesse

= Zufalliger Verlauf, zu Zeitpunkten n=0,1,2, ...
X, 'Zustand' zum Zeitpunkt n

X = n-te Wdh eines Versuchs :

Xo, X1, X2... unabhangig und identisch verteilt = Grenzwertsatze

X, = Aktienkurs am n-ten Tag: X, hangtab von X, X1,..., Xy 1

= Xo, X1, Xo, ... heilt Markoff-Kette, falls

Xn+1 hangt nur ab von X, nichtvon Xo, Xi,..., X,

P[XnJrl :j | XO = Z'Ov'“aanl = Z.nfla)(n = Zn] - P[Xn+1 :.7 | Xn = Zn]

- Vergangenheit

| Gegenwart ‘

‘ Zukunft ‘ ‘Gegenwart ‘

Prozess hat kurzes Gedachtnis

Ubergangswahrscheinlichkeit : P(i,j) := P[Xn41 =7 | Xn =1
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Beispiel
= X, Wetter am nten Tag .
Ubergangsgraph
P(T,T) := PXp1 =T | X, =T] = 5/6 1/6
P(T,R) = PXop1 =R| X, =T] = 1/6 5,.--"5(: T TR Qz
P(R,R) = P[X,;1=R|X,=R] = 2/3 "‘**-1——/
P(R,T) := P[X,;,. =T |X,=R] = 1/3 ’
. ] o 5/6 1/6
] . P = P = e
Ubergangsmatrix : (P(z, j))i,jeS (1 3 9 /3) S ={T,R}
Y P(i,j) = Y PXpp1=j|Xpn=i] = PXpp1 €S| Xpn=1i] =1
jes JjeSs

= Wetter morgen, falls heute P (X,=j) : Zustandsverteilung

PXpni1=T) = Y PXpp=T|X,=i]P(X,=1) = Y P(X,=1)P(i,T)
i=T,R i€S
= SpaltenVektor p derLénge [|S|, pau(i) := P(X,=1i), i€S

Prs1(j) = P(Xnt1=4) = Y _puli)- P(i,j) = pLP(j)
1cS
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Mehrschritt - UW

= X, X, ... Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix P

= Pfad i1,io,...,in bei Startin o Pliy.i,) Pl i)
L@
: . i
P[Xl ’Ll,XQ 19,. .. ,Xn in | Xo ’Lo] P, fJ’)/ : P““ :)
— P(io, 1) - P(i1,42) ..  Plin_1,in) ;
1/6 5/6
= Wetter in 2 Tagen ? 7 TR & R

PX,=T| Xo=T]
= PX1=R,Xs=T|Xo=T] + PIXy =T,Xo=T | Xg=T]
— 1/6-1/3+5/6-5/6 = 27/36

— P(T,R) - P(R,T) + P(T,T) - P(T,T)

= S P(T,j)- P(j,T) _ (5/6 1/6 (5/6 1/6)

7es 1/3 2/3) \1/3 2/3
= PAT,T)  (3/4 1/4
- \1/2 1/2
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... Mehrschritt-UW

= Wetter in 3 Tagen:
= Yjerrsy PG, T) - PXT,j) = P(T,T)

= Allgemein: PIX,=37]|Xo=1 = P"(i,5)

= W. bei Startin ¢ nach n Schrittenin j zu sein

"n—00 ?
_ (5/6 1/64 p2 (34 1/4 ps _ (0708 0.291
1/3 2/3 1/2 1/2 0.583 0.415
p1_ 0.687 0.312 ps 0.677 0.322 plo _ 0.6669 0.330
0.625 0.375 0.645 0.3545 ~10.6660 0.3339
1/6 . . .
5"';6CT//\R 32 alle Zeilen identisch
— = Grenzwert unabhangig von Startzustand
2/3 1/3 1/3
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Rekurrenz

/_‘__'..-4"—_*‘-‘.
. (.’- wird irgendwann verlassen: transient
Q‘ wird irgendwann betreten und nicht wieder verlassen: rekurrent

= lim P"(i,e) = 0, i€S

n—o0

* lim P"(i,e) = m(e) >0, ieS

n—oo
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Beispiel: Gambler's Ruin

= Zwei Spieler: A und B, starten mit @ bzw. b Euro
= setzen pro Runde je einen Euro

= Bei ,Adler” gewinnt A den Einsatz, bei ,Kopf B

= X, := Kapital von A nach der n-ten Runde

— — —— P e o T e .
1 0 1 2 2ol a a+1 a+h a+b:> 1
- . W~ W~ w_— -1

0 faire Miinze:
0 05 0 0} 0 P[A verliert | Xo = a] = b
05 0 05 0] 0 a+b
0 05 0 05| 0
0 0 05 0J05
0 0 0 0 1
= Dauer des Spiels im Mittel: Zeilensumme von (I- | |)*
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Gambler's Ruin

1 0 00 0 05 0 O 1 —.5 0 0
(I-Q) = 010 0] |05 0 05 0 _ —-0.5 1 -0.5 0

0010 0 05 0 0.5 0 —0.5 1 -0.5

00 01 0 0 05 0 0 0 —-0.5 1

I-QU-@7 ' =1

1.6 1.2 08 04 8 6 4 2 4
-1 _ |12 24 16 08| _1f6 12 8 4 6
T-Q = 08 16 24 12| 5|4 8 12 62 — 6
04 0.8 1.2 1.6 2 4 6 8 4
S , : e all1]2]3]4
mittlere Dauer des Spiels bei a+b=>5 : 17664
= W., dass es mit Ruin von A/ B endet:
1 0.8 0.2 N
0.5 rrra
PR |06 04
P o= 3 (I=-@) o4 06
0 0.2 08
0
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Stationare Verteilungen
= unter geeigneten Vor.:  lim P"(i,j) =: 7(j)
= 7 ist W.-Verteilung auf S, Jim P(X,=7) = 7(y)
= was passiert flr P(Xo=j) = (), jes
= nichts: P(X1=j) = P(Xo=4j) = n(j)
P(Xpp1=7) = Y P(Xp=1)-PXpp1=j | Xn=d] = Y =(3)- P(i,])
€S €S
= 7(j) e
= stationére Verteilung =« TP = gL lineares Gleichungssystem
T 5/6 1/6\ 5/67(T)+1/3n(R) 1 =(T)
w1 = (w(1) () (1/3 2/3) =TT 1/6n(T)+2/37(R)  (R)

=m(T)=2/3, m(R)=1/3

23.9.2009



... stationare Verteilung

= abhangig vom Wetter: Energieverbrauch f( X, )

N-1
e .1 , ,
= durchschnittlicher Verbrauch: A}l_rgoﬁ E_O f(Xn) = .EES 7(i) - f(i) =: ' f

= zB.: f(I)=1, f(R)=2
7l f = a(T)f(T) +n(R)f(R) = 2/3-1+1/3-2 = 4/3
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Zusammenfassung

= Matrix P UbergangsW. i—j

= ppP=pni1 Zustandsverteilungen

s PP = Pnim MehrschrittUW

b Tr}i_r)nooPm =7 stationare Verteilung

s gl = 7Tp lineares Gleichungssystem
1 N-—1

» glf = Jim o= > (X Ergodensatz
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