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Der Vektorraum der (m x n)-Matrizen

Fiir Korper K, m,ne Nund a; e K (1 <i<m, 1< <n) heiBt
a1l . din
A= : : = (ajj)1<i<m eine (m x n)-Matrix iiber K.
1<j<n
ami .- amn

Mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation

ain+bu ... ai+ b
A+ B = (afj'+bfj')1gigm =
1<j<n

ami + bml <.+« dmn + bmn

kau N kaln

kA = (ka,'j)lgigm = (k € K)
1<j<n
kami ... kamn

ist die Menge K™*" der (m x n)-Matrizen ein K-Vektorraum der
Dimension m - n.
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Matrizenmultiplikation

b
Fir A= (a;) € K™" und : € K" ist
by
by >oio1 b
A- : = : e K™ .
by D1 amibj

Das Produkt von A = (a;) € K™/ und B = (b;) € K'*" ist
AB = C = (¢j) € K™ mit

/

CU:Za;kbkj ﬁjrlgigm, 1§j§n.
k=1
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Rechengesetze

Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: Fiir A € Kmxh B e Khx!
und C e KX gilt A-(B-C)=(A-B)-CeK™".
1 2
1 0

Sie ist aber nicht kommutativ:

1 2 0 1)\ _(63) (10)_(0

1 0 3 1) {01 4 6 )]\ 3
Es gelten die Distributivgesetze: Fiir A, B € K™/ und
C,D € KM gelten

[ ey

(A+B)-C = (A-C)+(B-C)eK™"
A-(C+D) = (A-C)+(A-D)e K™"
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Algebraisch abgeschlossene Struktur

Auf K" jst die Matrizenmultiplikation abgeschlossen und macht
K™ " zu einer assoziativen K-Algebra und zu einem Ring.

Das neutrale Element der Multiplikation ist die Einheitsmatrix
1 0

In = "L

0 1

Durch die Multiplikation [A,B] = A- B — B - A fiir A, B € K™"
wird K™ " eine Lie-Algebra.

( = Vektorraum mit Mult. [x, %], die der Jacobi-ldentitat geniigt:

[A [B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A, B]] =0) .
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Die Gruppe GL(n, K)

A € K" heiBt invertierbar, wenn ein A=l € K"" existiert mit
A-A =1, .
Dann besitzt die lineare Abb. A eine Umkehrabbildung, d.h.

Kern(A) = {veK"|Av =0} = {0}
< Rang(A) = dim(Zeilenraum(A)) = dim(Spaltenraum(A)) = n
< det(A) # O

Die allgemeine lineare Gruppe der Dim. n iiber dem Korper K ist

GL(n,K) = {A € K"™" | Aist invertierbar} .
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Die Determinante

Die Determinante ist eine Abbildung det : K"*" — K mit
folgenden Eigenschaften, wobei zi, ..., z,, z Zeilenvektoren seien:

o det ist multilinear: Fiir A\, u € K gilt:
4 Z1 V4
det(| Azi+pz |)=Mdet(| z |)+pdet(| z |)

Zn Zn Zn

e Rang(A)<n = det(A)=0
o det(/,) =1
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Berechnung der Determinante

Man berechnet die Determinante von A = (a;) € K"™*" mit
e dem GauB-Algorithmus,
@ der Leibnizschen Determinantenformel

det(A) = ) sgn(7)a1n(1)32r(2) - Ann(n)
TES,
@ oder dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach der j-ten
Spalte bzw. j-ten Zeile

det(A) = i(—l)"ﬂa,-jdet(A,-j)
i=1
= Z(—l)i+jaydet(AU).

Jj=1
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Lineares Gleichungssystem

Lineares Gleichungssystem iiber einem Koérper K mit m
Gleichungen in n Unbestimmten xi,..., x,:

ajtx1 + ajpxo + -+ aipxp =bj firi=1....m

In Matrixschreibweise:

a1 -+ din X1 by

ami " dmn Xn bm

Ax = b ist genau dann Ibsbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b).

Das lineare Gleichungssystem Ax = b heit homogen, falls b =0,
sonst inhomogen.
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Die Losungsmenge L(A, b)

Fiir die Losungsmenge
L(A,b) = {x € K" | Ax = b}

des linearen Gleichungssystems Ax = b gilt:
e L(A,0) ist ein Unterraum von K".

e L(A,b) ist die Nebenklasse xo + L(A,0) von L(A,0) fiir eine
spezielle Lésung xo des inhomogenen LGS Ax = b.
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Der GauB-Algorithmus

Elementare Zeilenumformungen

@ Vertauschen von Zeilen

@ Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar # 0

o Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
angewendet auf die Matrix (A|b) verdndern die Losungsmenge
L(A, b) des zugehorigen LGS nicht. Mit Hilfe des

@ Vertauschens von Spalten
formt der GauB-Algorithmus die Matrix (A|b) um:

GauB-Alg. < I, C ¥

(Alb) ~T = ) mit C € K*(n=r)

O O b/l
b (Spalten-
-C 0 —-C tausch
L'(A,0) = << L >>, L'(Ab)=| - +<< I, >> beach.
0 ten!)
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Definition

Fiir K-Vektorraume V, W heiBt eine Abb. f : V — W linear, wenn

flu+v)="~f(u)+1~(v) fir alle u,v e V
f(kv) = kf(v) firalle ke K,ve V.

V., W seien K-Vektorraume und f : V — W eine lineare Abb.
f ist eindeutig durch die Bilder einer Basis B von V festgelegt.

v:vabG V = f(v):vaf(b)

beB beB
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Darstellungsmatrizen

V., W seien K-Vektorraume und f : V — W eine lineare Abb.
f ist eindeutig durch die Bilder einer Basis B von V festgelegt.

Sind B = {b1,...,bp} und C ={cy,...,cm} Basen von V bzw.
W, so ist f eindeutig durch die Koeffizienten a;; gegeben:

fby)=> ajg firj=1,....n
i=1

Die Darstellungsmatrix von f beziiglich B und C ist

a1l ... din

DE(f) =
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Matrizen induzieren lineare Abbildungen

Umgekehrt induziert jede Matrix A € K™*" eine lineare Abbildung
fa: K" — K™, fa(v) = Av. Denn fiir u,v € K" und k € K gelten:

falu+v) = Alu+v) = Au+Av = fa(u) + fa(v)
falkv) = A(kv) = k(Av) = kfa(v)

Fiir Ac K™/ B € K'*" induziert das Produkt A- B € K™*"
die Komposition f4 o fg : K" — K™ der linearen Abbildungen

K & k! A gm
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Eigenwerte, -vektoren und -raume

Endomorphismus: Lineare Abb. eines IK-Vektorraums V in sich

f sei ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V in sich.
e Eigenwert von f: A\ € K mit Kern(f — X -id) # {0}
o Eigenvektor zum Eigenwert A: v € V'\ {0} mit f(v) = Av
@ Eigenraum von f zum Eigenwert \:

Eig(f,\) ={ve V|f(v) =Av} =Kern(f — X-id)

Eig(f,\) = Kern(f — X -id)
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Diagonalisierbarkeit

Existiert eine Basis B = {by,...,bp} von V aus Eigenvektoren von
f zu den Eigenwerten A1, ..., \,, so ist
A 0
DE(f) = s
0 An
f heiBt diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von
f hat. Fir A € K™ gilt:

Kern(A) # {0} <« Rang(A)<n < det(A)=0

Der von A induzierte Endomorphismus hat A € K als Eigenwert
genau dann, wenn Kern(A — Al,) # {0} bzw. det(A — \/,) = 0.

= Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms x a(x) = det(A — xI,).
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Bilinearformen

V sei ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform von V ist eine
Abbildung 8 : V x V — K mit

B(hu + kv, w) = hB(u, w) + kB(v,w)
B(u, hv + kw) = hB(u,v) + kB(u,w) fiir alle hk € K, u,v,w € V

Fiir eine Basis B = {b1,...,bn} von V beschreibt die
Gram-Matrix M = (3(b;, bj)) € K"™" eindeutig die Bilinearform (3.

n n
u= g uib; , v= Z v b;
i=1 j=1

n

= fO(u,v) = Zu,ﬂ(b,-,bj)vj:(ul,...,u,,)/\/l

ij=1 vy

Vi
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Euklidische Vektorraume

V sei ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform 6: V x V — R von V
ist ein Skalarprodukt, wenn

e symmetrisch (5(u, v) = B(v, u)),

@ nicht ausgeartet (f(u,v) =0 firalleve V = u=0) und

e positiv definit (8(u, u) > 0 fiir alle v € V' \ {0}) ist.

Euklidischer Vektorraum: R-Vektorraum mit Skalarprodukt

Mit einem Skalarprodukt kénnen Vektoren auch durch Langen und
Richtungen beschrieben werden.

A € R"™" jst eine Gram-Matrix eines Skalarprodukts genau dann,

wenn Rang(A) = n gilt und A symmetrisch und positiv definit ist.

A= (a,J) positiv definit < det((a,-j)lg,-,jgk) >0firallek=1,....n
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Graphen und Adjazenzmatrizen

Ungerichteter Graph: T = (E, K) mit Eckenmenge E und
Kantenmenge K C {{a, b} | a,b € E}.

Gerichteter Graph: I = (E, K) mit Eckenmenge E und
Kantenmenge K C {(a,b) | a,b € E}.

Adjazenzmatrix eines endlichen Graphen I', d.h. |[E| = n e N:
A(l) = (aj) € {0,1}"*" mit a;; = 1 genau dann, wenn (i, j) € K.
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(Stark) regulare Graphen

Fiir ungerichtete Graphen definiert man:
Valenz einer Ecke: Anzahl der Kanten durch die Ecke

Regularer Graph: Alle Ecken haben dieselbe Valenz k.
= (1,1,...,1)7 ist Eigenvektor von A(I') zum Eigenwert k.

Stark reguldrer Graph: Reguldrer Graph, so dass je 2 benachbarte
Ecken genau a gemeinsame Nachbarn und je zwei
nichtbenachbarte Ecken genau b gemeinsame Nachbarn haben.

Ein Graph T ist genau dann stark regular, wenn A(T") héchstens
drei Eigenwerte hat.

( A =kly+aA+bJy—I—A) )
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Der Petersen-Graph P

ist stark regular mit k =3, a=0und b= 1.

QOO R OO0 O
OO R OO0, OO
O OO OH+H O, OO
H OOOOOFrOOHR
O P OOOOOOoOHr
HHEF OOOOOOHFHO
H OOOFr,R OOHFH OO
O OO RO, OOO
OO R PR OFOOOO

0
1
0
0
1
1
0
0
0
0

Xa(x) = (x = 3)(x = 1)°(x + 2)*
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Eigenvektorbestimmung einer Adjazenzmatrix

= (E, K) sei ein Graph mit |E| = n und Adjazenzmatrix A.
v € R" weist als Funktion in RE jeder Ecke eine reelle Zahl zu.
(Av)(e)= > v(f)
(f,e)eK
v ist ein Eigenvektor von A, wenn es ein A € R gibt mit

Av(e)= Y v(f) firalleecE.
(f,e)eK
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Algorithmische Gruppentheorie

Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Subnormalreihe
{1}:G0<G1<1...<Gn,1<Gn:G

wobei Gk /Gk_1 einfach ist. In der Computeralgebra erhilt man
damit effiziente Darstellungen von Gruppen.

Fiir eine als Erzeugnis einer Menge X gegebenen Gruppe G = (X)
sind die Aufgaben der algorithmischen Gruppentheorie u.a.:

@ Wort-Problem: Stelle g € G als Wort in X dar.

@ Kurze Prasentationen, d.h. das Auffinden moglichst kleiner
Erzeugendensysteme

o (Konstruktive) Charakterisierung von G
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Matrix Group Recognition

Fiir eine als Erzeugnis einer Menge X gegebenen Gruppe G = (X)
sind die Aufgaben der algorithmischen Gruppentheorie u.a.:

@ Wort-Problem: Stelle g € G als Wort in X dar.

@ Kurze Prasentationen, d.h. das Auffinden moglichst kleiner
Erzeugendensysteme

o (Konstruktive) Charakterisierung von G
Fiir Permutationsgruppen gibt es Algorithmen, die auch fiir groBe
Grade noch effizient sind.

Matrixgruppen haben als Permutationsgruppen oft groBe Grade
und sind oft einfach, so dass Algorithmen fiir Permutationsgruppen
ineffizient sind.

Forschungsprojekt: Matrix Group Recognition
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Matrizen

... treten in der reinen Mathematik in der Darstellungstheorie auf,
heutzutage insbesondere in modularer Darstellungstheorie, das sind
Darstellungen p : + — GL(n,Fy)

@ von Gruppen,

@ assoziativen Algebren,

@ (modularen) Lie-Algebren oder

@ anderer algebraisch strukturierter Objekte

tiber endlichen Kérpern.
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Matrizen

... treten in der angewandten Mathematik meist nur als Hilfsmittel
auf, z.B.

@ als Inzidenzmatrizen,

@ in der Bildverarbeitung,

@ in linearen Gleichungssystemen,
°

in Systemen linearer Differentialgleichungen.

Fiir die Effizienz von Rechnungen mit groBen Matrizen sind

besondere Techniken nétig. Sie sind daher u.a. in der Numerik
Objekte aktueller Forschung.
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