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1. Einfithrung

Organisatorisches

Ubungen

e GroBe Ubung (Dr. Franz Hanauska)
— Dienstags, 13-15 Uhr, Horsaal A (IfM)
— Beginn: 11. April

e Tutorien
— Beginn: 18. April
— Anmeldung iiber Stud.IP ab heute, 10.04. um 14:00 Uhr

— Abgabe der Losungen der Ubungsbliitter in Gruppen von bis zu zwei Studierenden
jeweils Montag zu Beginn der Vorlesung, fiir die Studierenden in den Tutorien am
Montag von 8-10 Uhr direkt beim Tutor.

— Korrektur einer Aufgabe pro Ubungsblatt (wird erst nach der Abgabe festgelegt).

— Riickgabe in den Tutorien

Ubungen

e Verpflichtende Hausiibungen, erstes Ubungsblatt diese Woche

— Betrifft: Studierende der Studiengéinge Verfahrenstechnik, Maschinenbau, Energie
und Rohstoffe sowie Energietechnologien

— Zum Bestehen der Hausiibungen sind 40 % der erreichbaren Punkte iiber alle kor-
rigierten Aufgaben notwendig. Auflerdem muss der Studierende mindestens einmal
eine Aufgabe im Tutorium vorgerechnet haben.

e Bonussystem

— Betrifft: Studierende aller Facher

— Ein Bonus fiir die Klausur kann erzielt werden, wenn 60 % der erreichbaren Punkte
iiber alle korrigierten Aufgaben erreicht werden. Aulerdem muss der Studierende
mindestens einmal eine Aufgabe im Tutorium vorgerechnet haben.

— Sind die Voraussetzungen des Bonus erreicht, werden Punkte in der Klausur gutge-
schrieben, die einer Notenstufe (z.B. von 1,7 auf 1,3) entsprechen.

— Der Bonus wird nach allgemeiner Priifungsordnung nur angewendet, wenn die Klau-
sur auch ohne Bonus erreicht worden wére.

— Ist die Klausur nur sehr knapp bestanden, reichen die Bonuspunkte manchmal nicht
zum Erreichen der 3,7.

Intensive Beteiligung an den Ubungen ist essentiell fiir den Lernerfolg (und fir das Be-
stehen der Klausur)



Klausur

Samstag, 22. Juli 2017, 9:00-11:00 Uhr

Fine Beispielklausur wird rechtzeitig zusammen mit der Musterlosung verteilt.

Erlaubte Hilfsmittel: 1 eigenhéndig beschriebenes (nicht kopiertes) DIN A4 Blatt. Vorder-
und Riickseite diirfen verwendet werden.

Taschenrechner ist nicht erlaubt und auch nicht nétig

Nachklausur Ingenieurmathematik I: 8. Juli 2017, 9:00-11:00 Uhr

Vorlesungszeit
Beginn der Vorlesung jeweils um 10:15 Uhr und Ende um 11:55 Uhr. Dafiir keine Vorlesungen
in der letzten Semesterwoche.

Vorlesungsmitschrift

e Version aus dem SS 2015 bereits im StudIP
e wird wihrend der Vorlesung ergénzt
e enthalt den Tafelanschrieb

e upgedatete Version ebenfalls erhéltlich iiber Stud.IP

Literatur
o Wikipedia

o Wilhelm Merz, Peter Knabner: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler -
Lineare Algebra und Analysis in R, Springer Spektrum

e Tilo Arens, Frank Hettlich, Christian Karpfinger, Ulrich Kockelkorn, Klaus Lichtenegger,
Hellmuth Stachel: Mathematik, Springer Spektrum

e Lothar Papula: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, Vieweg +
Teubner

e Begriindet von I.N. Bronstein und K.A. Semendjaew, weitergefiihrt von G. Grosche, V.
Ziegler und D. Ziegler Herausgegeben von E. Zeidler: Springer-Taschenbuch der Mathe-
matik, Springer Fachmedien Wiesbaden

e Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1: Differential- und Integralrechnung, Vektor-
und Matrizenrechnung, Springer

e Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 2: Differentialgleichungen, Funktionentheorie,
Fourier-Analysis, Variationsrechnung, Springer

blaue Farbe: Erhéltlich als Ebook in der Uni-Bibliothek



Programmierung mit Python

e Die Anwendung von Mathematik ist heute hiufig mit der Anwendung oder Erstellung
von Computerprogrammen verbunden

e Das Erlernen grundlegender Programmierfihigkeiten ist fiir die Anwendung vieler ma-
thematischer Algorithmen unerlisslich

e Wir werden im Rahmen der Vorlesung Python einsetzen

e Dafiir reichen maximal 3 Minuten pro Vorlesung vollig aus

e Python ermoglicht Thnen teilweise auch die Ergebnisse Ihrer Hausiibungen zu iiberpriifen
e Wir verwenden als Umgebung Pyzo

e Die Installationsanleitung fiir Pyzo unter Windows, Linux und OS X finden Sie unter
http://www.pyzo.org/start.html

e Auf der Vorlesungshomepage finden Sie auch eine Kurzeinfiihrung in Python (enthélt im
wesentlichen die im letzten Semester behandelte Funktionalitét)

Studierendenbeteiligung
Zur Vorlesung

e Riickmeldeblatt in jeder Vorlesung, nur zwei Fragen:
— Was ist das Wichtigste, das Sie heute gelernt haben?
— Was haben Sie am wenigsten verstanden?

Kann gerne fiir weitere Anmerkungen genutzt werden.
e Riickmeldung iiber Tutoren
e Mail an mich: olaf.ippisch@tu-clausthal.de
Zu den Ubungen
e Riickmeldung iiber Tutoren

e Mail an Herrn Dr. Hanauska: franz.hanauska@tu-clausthal.de

1.1. Ingenieurmathematik Il
1.1.1. Anwendungen

Reale Probleme verkniipfen in der Regel mehrere Einflussvariablen

= Fine oder mehrere Funktionen mehrerer Variablen involviert

flxy, o, ..., xN)


http://www.pyzo.org/start.html

oder

filzr,z2,...,2N)
fo(x1,22,...,2N)
fN($1,$2,- . a:UN)
Chemische Reaktionen
Kinetisch
2A — AQ
As+B+C — AyBC
AQBC +D — E
Gleichgewicht
CO2 +2 HoO = H30" + HCO3
HCO; +H,0 = CO3™ +H3;0™"
Baustatik

Quelle: InfoGraph

Crash-Simulation

Quelle: WikiCommons



Mechanische Belastung eine Kolbens

B

Quelle: Bal 79 auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)

Elektrodynamik

Quelle: Svjo auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)

Quantenchemie

Quelle: AG Kaupp, Institut fiir Chemie, TU Berlin

Frage:
Wie behandelt man das mathematisch?

1.1.2. Beispiel: Simulation von Temperaturverteilung in einem Werkstiick

Wirmeleitungsgleichung
Fiir die Temperatur 7" am Ort @ zur Zeit ¢t gilt eine Energieerhaltungsgleichung;:

ICT (,1)]

o —V-[AVT(z,t)] =0



e (y: Volumetrische Warmekapazitét
e \: Wiarmeleitfahigkeit

Eindimensional, mit konstanter Warmeleitfahigkeit \:

O1CT(w,t) | O°T(,1)

ot gz

Dies gilt an jedem Punkt im Raum fiir alle Zeiten.

Diskretisierung

Berechnung von Néherungslosungen durch Diskretisierung von Zeit und Raum:

Dies fithrt zu einem linearem Gleichungssystem mit N Gleichungen fiir N Unbekannte.

Simulationsergebnis

Quelle: User Al auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)



1.1.3. Lineare Algebra

Vektoren und Matrizen

Vektor
ai
a = a9
az
a1
a2
a —
A,
. B
a
A -
al
Quelle: Markus A. Hennig auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)
Matrix
aii ai2 e Aln
a21 a2 T A2n
A =
aml Am2 - Amp

Lineare Gleichungssysteme

a1171 + ajore + - + a1pxy = by
G211 + a22%2 + - - + Aop Ty = by

Am1T1 + AmaZ2 + - -+ + GppTy = by,

ain a2 - Qip 1 by
a1 @2 -+ G2 ) by
Aml Am2 **° Amn Tm bm



Lineare Algebra

Rechenregeln fiir Matrizen und Vektoren
Skalarprodukt und Kreuzprodukt von Vektoren
Losung linearer Gleichungssysteme
Vektorrdume

Figenwerte und Eigenvektoren

Inverse Matrizen

Diagonalisierung

Lineare Abbildungen

1.1.4. Funktionen mehrerer Variablen

1.2.

01C,T(x,t)] ) 0T (x,t)
ot Ox?
Partielle Ableitungen

=0

Gradient, Divergenz und Rotation

W—V‘[)\‘VT(IB,t)] =0
ot
Ableitungen hoherer Ordnung

Taylorreihe im Mehrdimensionalen: Jacobi- und Hesse-Matrix
Extremwerte im Mehrdimensionalen

Integration im Mehrdimensionalen

Partielle Differentialgleichungen

Integralsdtze von Gauf}, Stokes und Green

Ausblick: Ingenieurmathematik 111

Computer (1949)

{ £ ! 4
Quelle: Dryden Flight Research Center Photo Collection, NACA (NASA)



Supercomputer (2012)

-

Quelle: Jiilich Supercomputing Center (JSC)

FlieBkommazahlen

Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme

Interpolation und Extrapolation mit Polynomen

Trigonometrischen Interpolation, Diskrete Fouriertransformation

Numerische Differentiation und Integration

1.3. Ausblick: Ingenieurmathematik 1V

e Numerische Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
— Explizite Einschrittverfahren
— Konvergenz
— Stabilitat
— Implizite Verfahren

— Mehrschrittverfahren

e Numerische Losung partieller Differentialgleichungen
— Finite-Differenzen
— Finite-Elemente

— Instationidre Probleme






Teil I.
Lineare Algebra

2. Matrizen und Vektoren

Motivation: Interpolation von Punkten mit Polynomen.

Ti | Yi
211
3|2
Yy
3 f(z)
2
1
> T
G :IL P

Bedingungen fiir Gerade ¢z + ¢o durch die Punkte (z;,y;):

C1T; +Cc2 = Y;

Also hier:
c1-2+cp=1
c1-3+co=2

Kiirzer:

A . c =
A ist eine 2 x 2-Matrix mit den Zeilen(vektoren)
(2 1) und (3 1)

und den Spalten(vektoren)

G ()

11



A hat die vier Komponenten

aj1 =2, ajp=1, ag =3, ax=1

c= <21> und y = <zl) sind Vektoren (oder 2 x 1 Matrizen).
2 2

Rechenregeln:
. 2 1 1\ 2'Cl+62
A C‘(s 1) <02>_<3-61+62>
(242 141\ (4 2
A+A‘<3+3 1+1>_<6 2)’
2.2 2.1 4 2
2'A_<2-3 2-1>_<6 2)‘

2.1. Definitionen

Definition 2.1 (Matrix)
Ein rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten (reeller) Zahlen heifit (reelle) m x n
Matrix. Die Menge aller reellen m x n Matrizen bezeichnet man mit R™*"™,

Anmerkung 2.2
e Fiir Matrizen werden meist (lateinische Grofibuchstaben verwendet, z. B.

A,B,C,...

e Mit ajj, bij, ¢ij, ... bezeichnen wir die Zahl (das Matrixelement) in der i-ten Zeile und
Jj-ten Spalte von A, B, C,.... Man schreibt auch (A);;, (B)sj, (C)ij, - - ..

e Analog definiert man die Menge von Matrizen natiirlicher Zahlen N™*"  ganzer Zahlen

7> rationaler Zahlen Q™™ und komplexer Zahlen C™*" oder allgemein die Menge
der Matrizen iiber einem Korper K als K™*™,

Definition 2.3 (Vektoren)

Eine n x 1 Matrix bezeichnet man als Spaltenvektor, eine 1 x n Matrix als Zeilenvektor. Da
Spaltenvektoren eine herausgehobene Rolle spielen, bezeichnet man sie oft einfach als Vektor.
Die Menge aller Vektoren mit n Zeilen ist dann R™.

Anmerkung 2.4
e Fiir Vektoren werden meist Kleinbuchstaben verwendet, z.B.

a,b,c,...,x,¥

e Die Zahl in der i-ten Zeile (die i-te Komponente) eines Vektors ist dann a;, b;, ¢4, . . ., T, Y;.
e In gedruckten Werken werden Matrizen und Vektoren meist fett gedruckt.

e Teilweise wird fiir Vektoren auch ein Pfeil iiber den Buchtaben gesetzt: a, l_;, Cyoo s T,

12



Beispiel 2.5

(1 =214 0\ o
A‘<—2 5 2 1 2>€R

ag =1, a13=1, az =5.

Definition 2.6 (Transponierte)
Werden in einer Matrix A € R™*" die Zeilen und Spalten miteinander vertauscht, erhilt man
die Transponierte A7 € R™ ™ der Matrix A. Damit gilt

(AT).. = (A)

i Vi<i<n,1<j<m

ji
Anmerkung 2.7
e Die Transponierte eines (Spalten)-Vektors ist ein Zeilenvektor.

o (ATYT = A.

e Sei x ein Zeilenvektor aus R'", dann lisst sich das schreiben als x7 € R™.

Beispiel 2.8
Fiir A aus Beispiel [2.5

3
4
3-Minutes Python 1

In Python gibt es mit numpy ein sehr méchtiges Modul zum Rechnen mit Matrizen und
Vektoren. Die grundlegende Datenstruktur von numpy ist ein multi-dimensionales Feld. Ei-

ne Matrix, einen Zeilenvektor und einen Spaltenvektor legt man damit z.B. folgendermafien
an:

import numpy as np
2 A = np.array([[2,4],[1,3]]) # Matrix

b = np.array([1,4]) # Zeilenvektor
4 x = np.array ([[1],[4]1]) # Spaltenvektor

Die Datenelemente eines Arrays konnen einen beliebigen Typ haben, der sich iiber das
zusétzliche Argument dtype= mit folgendem Datentyp festlegen lésst, z.B.

>>> A=np.array ([[2, 4], [1, 3]],dtype=float)
2 >>> print (A)

([ 2. 4.]
+ [ 1. 3.11]

13



>>> A=np.array([[2, 4], [1, 3]],dtype=int)
6 >>> print (A)
[[2 4]
s [1 311
>>> A=np.array([[2, 4], [1, 3]],dtype=complex)
10 >>> print (A)
[[ 2.40.F 4.+40.j]
12 [ 1.+0.j 3.+O.j]]

Der Zugriff auf Elemente eines Array funktioniert durch Angabe der durch Komma ge-
trennten Indices in einer eckigen Klammer, wobei der erste Index 0 ist:

>>> A=np.array ([[2, 4], [1, 311)
2 >>> A[0,0]=7
>>> print (A)
a [[7 4]
[1 311

Die Transponierte eines Array erhélt man schliellich durch Nachstellen von .T

>>> print (A)
2 [[7 4]
[1 3]1]
4 >>> print (A.T)
[[7 1]
¢ [4 3]1]

2.2. Rechenregeln fiir Matrizen

Definition 2.9
Seien A,B € R"™*",
Die Summe der Matrizen A + B ist dann definiert als
(A—FB)ij =a;j+b; VI<i<m,1<j<n.
Analog ist die Differenz A — B definiert
(A*B)ij I:ai]’*bij V1 Szgm,lgjgn
Die Matrizen sind gleich falls
aij:bij Vlgzgm,lgjgn

Das Produkt einer Matrix A € R™*™ mit einem Skalar A € R ist

(A-A)jj=Xa;; V1<i<m,1<j<n.

14



Beispiel 2.10

1 2 3 13 2 2 2

4 4 2 1 4 3
_(1+3-2 2+4+3-2 3+4+3-2\ _ (7 8 9
- \4+3-1 4434 2+3-3) \7 16 11)°

Wie leicht nachzupriifen ist (komponentenweise Definition der Operationen, Rechenregeln fiir
reelle Zahlen) gilt:

Satz 2.11

Fiir \,w € R und A,B,C € R™*" giit:
A +BeR™" (2.1)
A+B=B+A, (2.2)
A+(B+C)=(A+B)+C, (2.3)
JOER™™ : YAER™™ : A+0=A, (2.4)
VAeR™™ : 3—A : A+(-A)=0, (2.5)
A-A e R™, (2.6)
A(A+B)=X-A+ ) B, (2.7)
At+w) - A=X-A+w- A, (2.8)
A(w-A)=(Nw)-A, (2.9)
1-A=A. (2.10)

Anmerkung 2.12

Da diese Bedingungen erfiillt sind, sagt man auch
ist ein Vektorraum iiber R bzw. ein reeller Vektorraum).

Analog bilden die komplexen Matrizen C™*™ einen Vektorraum iiber C.

"R™*™ st ein Vektorraum” (genauer: R™*"

Definition 2.13 (Matrix-Vektor Produkt)
Sei A € R™*" und x € R™.
Dann ist A - x € R™ definiert als

(A-X)i = Z Q5T Vlglﬁm

1<j<n

Beispiel 2.14

DOm0

15



Definition 2.15 (Einheitsmatrix)
Die Matrix I € R™*" mit

0 sonst

1 falls i = 7,
Di; = {

wird Einheitsmatrix genannt.

Beispiel 2.16
Fir n = 3:

1 00
I={(0 1 0
0 01

Satz 2.17
Sei I € R"™", x € R" dann gilt:

I x=x

und I-x = b hat fiir jedes b € R"™ genau eine Lisung x = b.

Beweis:

(T-x)i= > (Dy-zj=ai

1<j<n

Definition 2.18 (Besondere Matrizen)

Eine Matrix A € R™ " (also mit gleich vielen Zeilen und Spalten) heifit quadratische Matrix.

Eine quadratische Matrix mit

a;; = 0 fiir 7 # j heifit Diagonalmatrix

a;; = 0 fiir 7 < 7 heiffit untere Dreieckmatrix

a;; = 0 fiir ¢ > j heiflt obere Dreieckmatrix
aij = aj Y1<4i,j<n heiBt symmetrisch. Es gilt AT = A
a;; = —aj; V1 <1,5 <n heifit schiefsymmetrisch. Dies erfordert, dass a;; = 0 fiir i = j.

Es gilt AT = —A

Beispiel 2.19

16

I ist eine Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente 1 sind.

ist eine untere Dreieckmatrix.

70
3 1
5 0

o O O



10

12

14

16

7 3 5
e [0 1 0] ist eine obere Dreieckmatrix.
0 0 6
1 8 -7
° 8 5 2 | ist symmetrisch.
-7 2 4
0 8 -7
e | -8 0 2 | ist schiefsymmetrisch.
7T -2 0

3-Minutes Python 2

Es gibt eine Reihe von Funktionen in numpy um bestimmte Matrizen zu erzeugen. zeros
erzeugt eine Matrix mit lauter Nullen, ones eine Matrix mit lauter Einsen, empty eine
Matrix, bei der die Werte nicht initialisiert sind (sie haben einfach den Wert, der zur Zeit
der Erzeugung zufillig im Speicher steht).

import numpy as np

>>> A=np.zeros( (3,4) )

>>> print (A)

[[ 0. 0. 0. 0.1
[ o. 0. 0. 0.]
[ o. 0. 0. 0.]1]

B=np.ones ( (2,3) )

>>> B=np.ones( (2,3) )

>>> print (B)

[[ 1. 1. 1.]
[ 1. 1. 1.]1]

>>> C=np.empty( (3,3) )

>>> print (C)

[[ -2.00000000e+000 -2.00000000e+000 -2.00000000e+000]
[ -2.00000000e+000 2.81617418e-322 0.00000000e+0001]
[ 0.00000000e+000 0.00000000e+000 0.00000000e+0001]]

Es gibt auch eine Funktion um die Einheitsmatrix zu erzeugen. Sie heifit identity und
erwartet nur einen Parameter, da die Einheitsmatrix quadratisch ist.

>>> I=np.identity (3)
>>> print (I)

[[ 1. 0. 0.]

[ 0. 1. 0.]

[ 0. O. 1.1]

Die Funktion diag erzeugt eine Diagonalmatrix mit den Elementen eines Zeilenvektors, der
als Argument iibergeben wird. Mochte man nicht die Hauptdiagonale setzen, dann kann
man die Diagonale iiber einen optionalen zweiten Parameter angeben, der die Diagonale
relativ zur Hauptdiagonale angibt.

17



>>> np.diag([1,3,4])
» array ([[1, 0, 0],
o, 3, ol,
4 [0, 0, 411)
>>> np.diag([1,3,4],-1)
¢ array ([[0, O, O, 0],
[1t, 0o, 0O, O],
8 [0, 3, 0, 0],
(o, o, 4, 0l11)
10 >>> np.diag([1,3,4],+2)
array ([[0O, O, 1, O, O],

12 (o, o, o, 3, ol,
[o, o, 0, o0, 41,
14 (o, o, o, o, o1,
(o, o, 0o, 0, 011)

Definition 2.20 (Matrix-Produkt)
Sei A € R™*" B € R™* dann ist A - B € R™** mit

(AB)j= > ag-by Vi<i<m,1<j<k

1<i<n
Beispiel 2.21
1 2 1 2 3 1-14+42-4 1-242-5 1-3+2-6 9 12 15
3 4 -<4 5 6>: 3-1+4-4 3-24+4-5 3-34+44-6) =119 26 33
5 6 5-1+6-4 5-2+6-5 5-3+6-6 29 40 51

Anmerkung 2.22
e Auch fiir quadratische Matrizen A, B € R™*™ ist in der Regel A-B # B - A

= Das Kommutativgesetz gilt fiir die Matrixmultiplikation nicht.

e Fiir zwei rechteckige Matrizen A € R™*" und B € R™ "™ gilt sogar:

43 50

A -BeR™™
B-AeR"™™
Beispiel 2.23
1.
12\ (5 6)_ (1-54+2-7 1-6+2-8\ _(5+14 6+16) (19 22
3 4 7 8/ \3:5+4-7 3-6+4-8) \15+28 18+32)
2.

5 6\ (1 2
78 3 4 7-1+8-3 7-248-4 7T+24 14432

18
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Ohne Beweis geben wir folgende Regeln fiir die Matrixmultiplikation:

Satz 2.24
Sei A € R™*™,
Fir B e Rk, C e RF* yund A € R gilt:
Assoziativgesetze:
A-(B-C)=(A-B)-C (2.11)
A(A-B)=(A-A)-B=A-(\-B) (2.12)
Multiplikation mit der Einheitsmatriz:
I- A=A firleR™™ (2.13)
A-I=A firleR"™™ (2.14)
Distributivgesetze:
Seien B, C € R"*F
A-B+C)=A-B+A-C (2.15)

Sei B € R™*" C e R"*F
(A+B)-C=A-C+B-C (2.16)

3-Minutes Python 3

Das Produkt zweier Matrizen oder einer Matrix mit einem Vektor berechnet sich durch
die Methode dot der Matrix auf der linken Seite des Produktes. Python ist dabei etwas
nachléssig mit der exakten Form des Vektors. Das Matrix-Vektor-Produkt lésst sich auch
berechnen, wenn es sich um ein Produkt mit einem Zeilenvektor handelt. Man erhilt das
Ergebnis, das man fiir einen Spaltenvektor mit den gleichen Eintrigen bekommen wiirde,
nur als Zeilenvektor ausgegeben. Mathematisch ist das zwar falsch, aber der Bequemlichkeit
geschuldet, da sich Zeilenvektoren einfacher schreiben lassen.

import numpy as np
2 >>> A=np.array ([[2, 4], [1, 311)
>>> b=np.array ([[1],[2]1])
4 >>> A.dot (b)
array ([[10],
6 [ 711)
>>> A.dot (A)
s array ([[ 8, 20],
[ 5, 1311
10 >>> c=np.array ([1,2])
>>> A.dot(c)
12 array ([10, 71)

Im Gegensatz dazu wird bei Verwendung des einfachen Multiplikationszeichens einfach
komponentenweise multipliziert. Bei Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor werden
die Eintrége einer Zeile jeweils mit dem entsprechenden Wert im Vektor multipliziert.

>>> AxA
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» array ([[ 4, 16],
[ 1, 91D

4 >>> AxDb
array ([[2, 4],
6 [2, 611)

Summe und Differenz von Matrizen und Vektoren, sowie das Produkt mit einem Skalar,
werden ebenfalls komponentenweise berechnet.

>>> A=np.array ([[2, 4], [1, 2]11)

2 >>> A+A
array ([[4, 8],
4 [2, 411)

>>> A-A
¢ array ([[0, 0],
[0, 011)

g >>> A-2%A
array ([[-2, -4],
10 (-1, -211)

2.3. Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen fiir n Unbekannte z1,. .., z, hat die
Form
anry + appry + -+ awmr, = b
a1y + axry + -+ apT, = b
- )
Am1T1 + am2T2 + o+ GmaTn = by

in Matrixschreibweise:

a1 a2 -+ Qin 1 b1
a1 a2 -+ Qg T2 bo
Aml aGm2 - Amn T bm

A X = b

oder

A-x=b mit AcR™" xeR"undbecR™

Definition 2.25
Ein lineares Gleichungssystem heifit homogen, falls die rechte Seite gleich 0 ist, also b = 0.
Sonst heifit es inhomogen. Zur Losung eines linearen Gleichungssystems kombiniert man A

20



und b hdufig zu einer erweiterten Koeffizientenmatrix

air a2 - aip | b
az1 @z - a2y | b2

(Alb) := | . C | e Rmxnth),
aml1 am2 - amnbm bm

Folgende Operationen (elementare Zeilenumformungen) an der erweiterten Koeffizientenmatrix
dandern die Losung des LGS nicht:

1. das Vertauschen zweier Zeilen
2. die Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0
3. die Addition (oder Subtraktion) des A-fachen einer Zeile zu einer anderen.

Definition 2.26
Entsteht eine Matrix B € R™*™ durch endlich viele elementare Zeilenumformungen aus A €
R™*™ dann sind A und B zueinander dquivalent.

2.4. GauB Algorithmus

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems wird die erweiterte Koeffizientenmatrix durch
elementare Zeilenumformungen so umgeformt, dass das dquivalente lineare Gleichungssystem
einfacher losbar ist.

Beispiel 2.27

1.
4 -2 =2 4
A=|-8 6 -2|, b=|0
0 4 —11 17
4 -2 =2 |4
-8 6 -2 10 | +2-1. Zeile
0 4 —11 1|17
4 -2 =2 |4
0O 2 -6 18
0 4 —11|17) —2-2. Zeile
4 -2 =24
0O 2 —-618
0 0 1 11

4171 —2$2 —21‘3 =4
2.%2 —6.%3 =38
T3 =1

5
Auflésen nach z1,29,23 = x=|[7
1

21
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4 -2 -2 4
A=(-8 6 -2, b=|0
0 4 -—12 17

4 -2 =2 4
=10 2 -6 8
0 0 O 1
= keine Losung, da

0-214+0-294+0-23=1

immer falsch ist.

4 =2 =2 4

= Unendlich viele Lésungen, da letzte Zeile wahr unabhéngig von x.

Wihle x3 = A:

4y —2x9 213 = 4
2.1’2 —6.1‘3 = 8
T3 = A
4dr1 —2x9 = 442X
=
2r9 = 846X
(442X +8+46))/4 342
= X= (8 +6X)/2 =4+ 3)\
A A
3 2
x=[4]|+X-|3
0 1

Geradengleichung im dreidimensionalem Raum
Wir haben gesehen, dass es drei Fille gibt,
e Es gibt genau eine Losung
e Es gibt keine Losung

e Es gibt unendlich viele Losungen

(2.17)



Frage:
Wovon héngt es ab, welcher Fall eintritt?

Beobachtung:
Es scheint von

e A abzuhidngen, ob es genau eine Losung gibt.

e b abzuhéingen, ob es keine oder unendlich viele Losungen gibt.

Definition 2.28

Sei v; = min {j : a;; # 0} die Spalte mit dem ersten Element in Zeile i, das ungleich Null ist.
Eine Matrix A € R™*™ hat Treppenform, falls gilt:

0<yy<r <y <1,

mit 7 < n. Am Anfang jeder Zeile gibt es also mindestens ein Nullelement mehr, als in der
Zeile zuvor.

Algorithmus 2.29 (Vorwirtselimination)
Bringe erweiterte Koeffizientenmatrix durch elementare Zeilenumformungen in Treppenform.
0) Setze k=1
1) Falls agr, =0
a) Falls Pa;x # 0 mit i > k, dann ist ist auch die k-te Spalte schon in Treppenform,
gehe zu 3)
b) Falls Ja;; # 0 mit ¢ > k, vertausche die Zeilen k und i
aij:aij—%-akj Vk<i,j§n
akk
a;r =0 VE<i<n
3) Setze k =k +1, falls £ < n gehe zu 1)

Definition 2.30 (Nullzeile)
Eine Matrix A € R™*" hat eine Nullzeile falls a;; =0 V1 <j <n.

Definition 2.31 (Rang einer Matrix)
Eine Matrix A € R™*" hat den Rang k, falls die zu A Aquivalente Matrix in Treppenform
genau k Zeilen hat, die keine Nullzeilen sind.

Anmerkung 2.32
e Elementare Zeilenumformungen dndern den Rang einer Matrix nicht

3-Minutes Python 4
Mit der Funktion 1inalg.matrix_rank l&sst sich der Rang einer Matrix berechnen:

>>> import numpy as np

2 >>> A=np.array([[2, 4], [1, 2]11)

>>> np.linalg.matrix_rank (A)
41

>>> np.linalg.matrix_rank(np.array([[2, 4], [1, 3]11))
6 2
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Satz 2.33

1.

2.

Ein lineares Gleichungssystem A -x =b mit A € R™*", x € R" und b € R™ ist lsbar,

falls der Rang der Matriz A und der Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz (A|b)
gleich sind, d.h.

Rang(A) = Rang(A|b) = p.

Ist ein LGS losbar, dann gibt es genau eine Lisung, falls p=n und unendlich wviele
Lésungen, falls p < n, wobei (n — p) Parameter frei gewdhlt werden konnen.

Beweis:

1.

Satz

Ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix grofler, als der Rang von A, dann gibt
es, wenn man beide Matrizen in Treppenform bringt, mindestens eine Zeile

00 ... 0 0]

mit b; # 0. Das entspricht der unlésbaren Gleichung

0-z14+40-20+---+0-2-14+0-2, =b; #0.

. Ist das LGS losbar und der Rang (A) = n, dann sind die ersten n Zeilen der zu A

dquivalenten Matrix in Treppenstufenform A* eine obere Dreiecksmatrix, fiir die das
LGS eine eindeutige Losung besitzt.

Fiir p < n gibt es nur p Gleichungen fiir n-Unbekannte, so dass (n — p) Parameter frei
wéhlbar sind.

O

2.34

. Das homogene LGS A -x = 0 mit A € R™*" x € R"™ hat nur die "triviale” Lésung

x; =0 V1<i<n, falls Rang(A) = n.

Ist Rang(A) = p < n, dann besitzt A - x = 0 von 0 verschiedene Ldsungen mit n — p
freien Parametern.

Ist das inhomogene LGS A -x = b fiir b € R™ ldsbar, ldsst sich jede Lésung v darstellen
als

vV=vg+u

wobet v eine beliebige spezielle Losung von A -x = b ist und u eine Lisung des homo-
genen Systems.

Beweis:

1.

2.

24

Nach Satz m gibt es genau eine Losung, falls Rang(A) = n, diese muss dann x = 0
sein.

folgt aus Satz



3. DaA-u=0und A-vop=Dbgilt A-(vop+u) =A:vy+ A-u=Db. Andererseits folgt
aus A-v=Dbund A -vy = b, dass u:= v — v eine Losung des homogenen Systems sein
muss.

0

Anmerkung 2.35

Um alle moglichen Losungen zu finden geniigt es also eine (spezielle) Lésung von A -x = b
zu bestimmen (z.B. indem man alle freien Parameter auf Null setzt), sowie die Losungsmenge
des homogenen Systems (die nur von A abhiingt und fiir alle rechten Seiten b gleich ist).

Beispiel 2.36
Wir haben gezeigt (Beispiel [2.27] 3.), dass die Losung von

4 -2 =2 4
-8 6 =2 x=1|0
0 4 -12 16

die Form hat:

3 2
x=14)+X-13
0 1

Wir erhalten nach:

4 -2 =2 3 12-8 4
-8 6 -2 41 =(-24+24| =10
0 4 -12 0 16 16
4 -2 =2 2 8—6—2 0
-8 6 -2 ]-A-|3|=A-]1-164+18—-2]=1]0
0 4 -12 1 12 —12 0
3 2
= | 4| ist eine spezielle Losung des inhomogenen LGS und A- | 3 | die Losungsmenge des
0 1

homogenen LGS.

Algorithmus 2.37 (Riickwértseinsetzen)

Ist das LGS A - x = b eindeutig l6sbar und ist die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) durch
Vorwiértselimination in Treppenform (A*|b*) gebracht, dann erhdlt man die Losung x wie
folgt:

1. x, = b;;/a;‘m

2. Firi=(n—-1),...,1:

1
_ * *
T = pe3 b; — E ;5T

v J>i
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3-Minutes Python 5

Die Losung eines linearen Gleichungssystems lésst sich ganz einfach mit Hilfe der Methode
linalg.solve von numpy berechnen. Dabei ist das erste Argument die Matrix und das
zweite Argument die rechte Seite. numpy ist relativ lax, was die Form der rechten Seite
angeht. Steht dort ein Zeilenvektor, dann berechnet es auch die richtige Losung (was
mathematisch nicht richtig ist) und liefert auch einen Zeilenvektor zuriick. Ist die rechte
Seite ein Spaltenvektor, dann liefert die Methode auch einen Spaltenvektor zuriick.

>>> import numpy as np
>>> A=np.array ([[2, 4], [1, 3]11)
>>> b=np.array([1,2])
>>> np.linalg.solve(A,b)
array ([-2.5, 1.5])
>>> b=np.array ([[1],[2]])
>>> np.linalg.solve(A,b)
array ([[-2.5],
[ 1.5]11)

Ist das lineare Gleichungssystem nicht eindeutig l6sbar, dann bricht der Loéser mit der
Fehlermeldung ab, dass die Matrix singular wére.

>>> A=np.array ([[2, 4], [1, 2]11)

>>> np.linalg.solve(A,b)

Traceback (most recent call last):
File , line 1, in <module>
File

line 384, in solve
r = gufunc(a, b, signature=signature, extobj=extobj)
File

line 90, in _raise_linalgerror_singular
raise LinAlgError ( )
numpy .linalg.linalg.LinAlgError: Singular matrix



3. Vektorraum

Wir suchen Antworten auf die Fragen:
e Wieso gibt es fiir die gleiche Matrix keine oder unendlich viele Lésungen?
e Wie sieht die Losungsmenge aus?

Zu deren Losung lohnt sich eine alternative Betrachtungsweise eines linearen Gleichungssy-
stems:

Welche Vektoren aus R™ lassen sich als Summe von Vielfachen der Spaltenvektoren darstel-
len? Zum Beispiel als

4 -2 -2
8l -z1+| 6 | 224+ -2 ] 23
0 4 —12

Wir fiihren dazu zunéchst ein neues Konzept ein:

Definition 3.1 (Vektorraum)
Eine nicht leere Menge V, in der man zu je zwei Elementen a,b € V eine Summe a+b € V
und zu jedem Element a € V und jedem Skalar A € R das Produkt A -a € V bilden kann,
heifit ein Vektorraum iiber R, wenn folgende acht Rechengesetze (Vektorraum-Axiome) erfiillt
sind:

Fir a,b,c € Vund A, u € R gilt:

a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)

J0eV : VaeV : a+0=a
VaeV : 3—aeV : a+(-a)=0
l-a=a

A (pa)=(\-p)-a
A(a+b)=X-a+X-b
A+p)-a=X-at+pu-a

AN N N N N N N N
w0 N o ot L R =
L2228 8O

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Statt a + (—b) schreibt man a — b.

Beispiel 3.2
1. Die Menge aller Matrizen A € R"™*" bildet einen Vektorraum.

Dies gilt insbesondere fiir die Menge aller Zeilenvektoren
RY>™ = {(a1,...,a,): a; € R}
und die Menge aller Spaltenvektoren
ay

R"™ = . s a; €R
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2. Die Menge aller reellen Polynome vom Grad < n:
Pn:{a0+a1x+a2x2+---+anx”: a; €R V0<i<n}

Addition von Polynomen und Multiplikation mit einem Skalar sind so definiert wie bei
Polynomen iiblich.

Nullvektor p(z) :=0Vzx € R

n

n
Zu p(z) = Z oz’ negativer Vektor: — p(x) = Z(—ai) zt.
i=0 1=0

3. Die Menge aller auf dem Intervall I C R stetigen reellen Funktionen 4 (1) EI ist definiert
als

€O(I) :={f : I — R, f stetig}

(f +9)(x) = fz) + g(x)

Af)(@) == A f(x)

Nullvektor 0(z) =0 Vz el

Zu f € €°(x) negative Funktion (—f)(z) = —f(z) Va €l
Definition 3.3 (Unterraum)

Eine nicht leere Teilmenge U C 'V heifit Unterraum (oder linearer Teilraum) von V, wenn fiir
alle u,v € U auch (u+v) € U und fiir alle u € U und A € R auch A - u € U gilt.

Damit ist jeder Unterraum auch wieder ein Vektorraum.

Beispiel 3.4
1. Jeder Vektorraum V hat die “trivialen” Unterrdume {0} und V.

2. Fiir jedes v € V ist
{A-v: NeR}

ein Unterraum von V. Falls V = R? oder V = R3, ist dies die Menge aller zu v parallelen
Vektoren (inklusive Nullvektor).

3. Die Menge aller Losungen x € R™ des homogenen LGS A - x = 0 mit A € R"™*"
Kern A := {x e R": A-x = 0},

ist ein Unterraum von R™ und heif3t der Kern oder auch der Nullraum von A.

Beweis:
Da die triviale Losung 0 € Kern A existiert, ist die Menge nicht leer. Seien u, v € Kern A
und A € R:

A -(u+v)=A-u+A-v=0+0=0
A-Au)y=X-A-u=X-0=0

= u+veKenAund A-u € Kern A O

'wird oft auch nur als ¥'(I) bezeichnet
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Definition 3.5 (Linearkombination)
Jede aus endlich vielen Vektoren vi,vs,...,v, € V gebildete Summe der Form

n
E Q5 -V
i=1

mit den Koeflizienten a; € R heifit eine Linearkombination der Vektoren v;.
Die Menge aller moglichen Linearkombinationen der v; heifit lineare Hiille der v; oder auch
Span(v;):

n
Span(vy,...,Vy,) = {Z%‘Vz‘ o €R, Vlﬁiﬁn}
i=1

Anmerkung 3.6
Fiir v; € V ist Span(vy,...,v,) ein Unterraum von V, da:

(Z ai"i) + (Z @‘Vz’) = (i+Bi)vi
i=1 i=1

=1

A (Z ozivi) = Z (Aavi) vi
i=1

=1

Beispiel 3.7

V3 =

S O = =
(@)
—_ O N W

Span(vy,ve,vs) = {agvi + agve + agvsy:  «; € R}

a1 + ag + 3as

_ a1 + 2ag3 a4 €R
—as
ag
Definition 3.8 (Erzeugendensystem)
Ein Unterraum U von V wird von den Vektoren vi,...,v, € V erzeugt/aufgespannt bzw.
Vi,...,Vy ist ein Erzeugendensystem von U, falls

U = Span(vy,...,Vy).

Beispiel 3.9
Die Vektoren e; = (1,0,0)”, e = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1)T erzeugen den Vektorraum R3. Dies
ist nicht eindeutig. Auch e; + e, e; — €9, €3 + e3 und e; — e3 erzeugen den R>.

Frage:
Sind alle Vektoren vy, ..., v, notwendig um Span(vi,...,Vv,) zu erzeugen (oder kann man
einige Vektoren weglassen)?
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Definition 3.10 (Lineare Unabhingigkeit von Vektoren)
Die Vektoren v1,...,v, € V sind linear unabhéngig, falls die Gleichung

n
E oV = 0
=1

nur die Losung «; = 0, V1 < ¢ < n hat. Sonst sind sie linear abhéngig.

Anmerkung 3.11
Sind die Vektoren v; linear abhéngig, dann lésst sich mindestens einer der Vektoren als Line-
arkombination der anderen Vektoren darstellen.

Beweis: .
Falls die v; linear abhéingig sind, existiert mindestens ein «; # 0, mit dem gilt > a;v; = 0.
i=1
Wir kénnen daher nach v; auflésen:  v; = —% > v O
Ti#

Beispiel 3.12
e Zwei linear abhéngige Vektoren vi,ve € V sind parallel.
Beweis:
Linear abhéngig = a1v] +aove = 0 mit |a1|+ |az| > 0 (d.h. mindestens einer der beiden
Werte ist ungleich 0)

= Vl:%'VQ falls ap # 0
aq

oder vy = “ Vi falls ap # 0
Qa2

e Ist ein (einzelner) Vektor linear abhéngig = ayvi; = 0 mit a; # 0
=vi=0

Ist bei den Vektoren der Nullvektor enthalten, dann sind sie daher immer linear abhéngig,
denn falls z.B. vj der Nullvektor ist, gilt:

n
Zaivi = Zaivi + o vi = Zaivi =0
i=1 i#£k -0 i#k
Dabei kann vj, beliebig gewahlt werden, also insbesondere ungleich Null.

Definition 3.13 (Basis eines Vektorraums)
Ein System von Vektoren (vi,...,vy,) mit v; € V heifit eine Basis des Vektorraums V, falls
folgende Aussagen gelten:

1. Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhéngig

2. Die Vektoren v; erzeugen V, d.h.

V = Span(vy,...,vy)
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Beispiel 3.14 (Kartesische Basis)
Sei e; € R™ der i-te Einheitsvektor mit

o=l 22

sonst

(also €; = (0,...,0,1,0,...,0)7).
Dann ist {e; € R": V1 <1 <n} eine Basis von R", da

1 0 0 T1
0 1 0 T
x=x1- |0 +a2- | O+ +a,- = :
: Tp—1
0 0 1 Tn

und daher fiir x = 0 gelten muss, dass z; = 0 fir 1 <i <n.

Satz 3.15
Ist (vq,va,...,vy) eine Basis von V, dann gibt es zu jedem Vektor u € 'V genau n reelle
Zahlen (ein n-Tupel) a1, aq, ..., oy mit

u=aoa1vy +agve+ -+ apvy
Ferner sind je m Vektoren aus V linear abhdngig, falls m > n.

Beweis:
Da eine Basis V erzeugt, kann man jedes u € V schreiben als

n
u = E Q;V;
=1

e Eindeutigkeit:

Angenommen es gibe von den «; verschiedene Zahlen (;, so dass
n n
u= E QiVi = E Bivi
i=1 i=1
n n
= E Vi — E ﬁivi =0
i=1 i=1

n

& D (a—Bi)vi=0
i=1

Basis, lin. unabh.
iS4

a;—B;=0 V1<i<n 4 (Widerspruch)

e Lineare Abhingigkeit:

Gegeben seine m Vektoren uy,...,u,, € V, mit m > n
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Zu zeigen:

D Bjuj=0 mitIB; A0 mit 1<j<m
j=1

m n

n m
Basisdarst. von u;
= E <5j' E OéijW) = g E Bjevj | - vi
i—1 j=1

j=1 =1

Basis, lin. unabh.
=

zu erfiillen: Z/Bjaij =0 V1I<i<n
j=1

Dieses lineare Gleichungssystem ist immer nicht-trivial 1osbar (siehe Satz 2.), da
homogenes lineares Gleichungssystem A -b = 0 mit A € R™™ und b € R™, also n < m
Gleichungen fiir m Unbekannte.

g

Beispiel 3.16
Eine Basis der Menge

{fe?*R): f'(z)+ fz)=0 VzeR}

ist fi(x) = sin(z) und fo(z) = cos(x), d.h. jede Losung der Gleichung f”(z) + f(z) = 0 lisst
an

sich darstellen als aj sin(z) + g cos(x). Dies lieBe sich wieder schreiben als N
2

(wenn die

Basis klar ist).

Anmerkung 3.17

Die n reellen Koeffizienten fiir die Erzeugung eines Vektors durch die Basisvektoren sind das,
was man gemeinhin unter einem Vektor versteht. Sie sind aber nur seine Darstellung in einer
speziellen Basis. Bisher war dies meist die kartesische Basis. Dies muss aber nicht notwendi-
gerweise die sinnvollste Wahl sein.

Beispiel 3.18 (Basisdarstellung)
Der Vektor a € R? habe in der Basis eq, ey die Darstellung

a= (;) =2-e; + 3e

In der Basis e; + e2, e — e hat er die Darstellung:

5 5 1 5 1 5 1
a (_;) 5 (e1+ex) —g(er—e) <2 2) er+ (2 + 2) ey = 2e + 3e;

Definition 3.19
Ein Vektorraum heifit endlich dimensional oder endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vektoren
Vi,...,V, € V gibt, so dass V = Span(vy,...,v,).
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Satz 3.20 (Dimension eines Vektorraums)

Jeder endlich erzeugte Vektorraum V # {0} besitzt eine (endliche) Basis (vi,...,vy). Ist
(uy,...,u,,) ebenfalls eine Basis von V, dann gilt m = n. Die gemeinsame Zahl n aller Basen
von 'V heifit die Dimension von V abgekiirzt Dim V. Fir {0} setzt man Dim{0} = 0.

Beweis:

Der Vektorraum ist endlich erzeugt, also muss es eine Basis (vi,...,v,) von V geben. Nach
Satz sind m > n Vektoren aus V immer linear abhéngig. Ist (uy,...,u,,) auch eine Basis
von V, dann muss deshalb m < n gelten (da die Vektoren einer Basis linear unabhéngig sein
miissen). Umgekehrt folgt aus (uy,...,u,,) ist Basis von V, dass n < m. Damit bleibt nur
m = n iibrig. O

Satz 3.21 (Dimension der Unterriume)
Jeder Unterraum U eines endlich dimensionalen Vektorraums V ist endlich dimensional.

Wenn U 4V (bzw. U C V), gilt:

DimU < Dim V. (3.9)
Beweis:
Alle Vektoren in V sind mit Dim V Basisvektoren darstellbar. Da V Vektoren enthéilt, die
nicht in U sind und U ein Vektorraum ist folgt Dim U < Dim V. ([l

Beispiel 3.22
Sei V = R3. Dann gilt Dim V = 3, da sich mit drei Basisvektoren (z.B. der kartesischen Basis)
jeder Vektor im R? darstellen lisst.

e Eine Gerade durch den Ursprung im R? bildet einen Unterraum der Dimension eins, z.B.

{u: u=X\-(1,2,3)7, )\ER}

e Eine ebene Fliche durch den Ursprung im R? bildet einen Unterraum der Dimension
zwei, z.B.

{u:u:A(LzaT+um—Lz$ﬂ AMGR}

e Eine Gerade oder Fldche, die nicht durch den Ursprung geht, bildet hingegen keinen
Unterraum, da sie den Nullvektor nicht enthélt, z.B.

{u:uzxmLzaT+uﬁﬁﬂﬁ AGR}
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4. Determinanten

Determinanten wurden erfunden um die eindeutige Losbarkeit von linearen Gleichungssyste-
men zu bestimmen?l

Definition 4.1 (Determinante)
Die Determinante einer quadratischen Matrix A € R™*™ wird als det A oder auch |A| bezeich-
net und lésst sich rekursiv definieren als:

n=1

det A = [A| = |(a11)| := an
n>2
Rekursive Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte:

det A = Z(—l)i+jaij det Aij = Z(—l)i+jaij det Aij
=1 7j=1

Dabei ist A;; die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die aus A € R"*™ durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht. Dies wird rekursiv solange wiederholt, bis n = 1.

Beispiel 4.2

4 -2 =2
A=|-8 6 -2
0 4 -11
4 -2 =2
Al=|-8 6 —2|=(-1)"1.4. 6 —2 + (=1)*L. (-8)- 2 2 + (=1)31.0. —2
o 4 11 4 —11 4 11 6

=46 (—11) —4- (=2)] +8-[(=2) - (~11) —4-(—2)] =4- (~58) +8-30 = 8

Anmerkung 4.3
Es gibt verkiirzte Rechenverfahren fiir Matrizen mit n = 2 oder n = 3 (Sarrus’sche Regel):

det |®11 @12] _
et = a11a22 — (21012
as1 a3

ail a2 ais
det A = |a21 a2 a23| = a11022a33+0a12023031+013021A32—A31A22013— 032023011 — 033021012
a3l asz2 as3

2China (3. Jh. A.D.), Cardano (1501-1576), Leibniz (1646-1716)
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Merkhilfe nur fir n = 3:

+ + +
ail a12 a13 ail ai12

az Gz a3 . A1 G22

a3l a32 a33 asi as32

-

-
-
-

Schreibe erste und zweite Spalte noch einmal hinter die Matrix, addiere das Produkt
der Werte in den drei Diagonalen von links oben nach rechts unten und subtrahiere das
Produkt der Werte in den Diagonalen von links unten nach recht oben.
Wichtig: Die Sarrus’sche Regel ist nur fiir n = 2 und n = 3 anwendbar. Fiir grofiere Matrizen
liefert sie micht das richtige Ergebnis.

Beispiel 4.4

4 -2 =2
A=|-8 6 —2
0 4 —12
4 -2 =2
A|=[-8 6 -2
0 4 —12

—4.6-(—12) + (—=2) - (-2) -
06 (=2) =4+ (=2) 4 (=12) - (=8) - (-2)
=0

3-Minutes Python 6
Zur Berechnung der Determinante gibt es die numpy-Funktion 1linalg.det, die als Argu-
ment das Array mit der Matrix erwartet, deren Determinante berechnet werden soll.

>>> import numpy as np
2 >>> A=np.array([[4,-2,-2],[-8,6,-2],[0,4,-12]1])
>>> np.linalg.det (A)
4 0.0
>>> A=np.array([[4,-2,-2],[-8,6,-2]1,[0,4,-1111)
6 >>> np.linalg.det (A)
7.9999999999999947

Wie man sieht, erhilt man ein Ergebnis, das aufgrund von Rundungsfehlern nur ndherungsweise
richtig ist. Ein besseres Ergebnis erhélt man mit sympy. Dort gibt es den Datentyp Matrix.
Dieser hat eine Methode det, die wie folgt benutzt wird:

>>> import sympy as sp
> >>> A=sp.Matrix([[4,-2,-2],[-8,6,-2],[0,4,-11]11)
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>>> A.det ()
4 8

Da die Berechnungen mit symbolischen Berechnungen durchgefiihrt werden, erhalt man
das exakte Ergebnis. Allerdings ist die Berechnung in numpy effizienter und daher schneller.

Satz 4.5
Fiir eine Dreiecksmatriz A € R™" gilt:

n
det A = ajr1a22---apy = H i
i=1

Beweis:
Obere Dreiecksmatrix:

a1l a2 ... Qip
0

det A = @22
0 ... 0 apn

Da in der ersten Spalte auler a1 lauter Nullen stehen, bleibt bei Entwicklung nach dieser
Spalte nur ein Term iibrig, das geht dann rekursiv so weiter (analog ginge auch eine Entwick-

lung nach der letzten Zeile).
Untere Dreiecksmatrix: Entsprechende Entwicklung nach erster Zeile oder letzter Spalte. [

Satz 4.6 (Rechenregeln fiir Determinanten)
1. det AT =det A

2. det (A -B) = (det A) - (det B) (Determinantenproduktsatz)

3. Elementare Zeilenumformungen:
Entsteht eine Matriz A € R™™™ aus an einer Matriz A € R™"™ durch
o Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten = det A = — det A
o Multiplizieren einer Zeile (oder Spalte) mit A € R = det A = \det A
o Addieren einer Zeile zu einer anderen = det A = det A
o Auch das Addieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen dndert den Wert
der Determinante nicht
4. det(AA) = N"det A
Beweis:

1. GroBe Ubung

24-3. ohne Beweis.
Addieren des Vielfachen einer Zeile entspricht Multiplizieren der Zeile mit A, Addieren

der Zeile zu einer anderen und anschlieBend Multiplizieren der Zeile mit %

= detA = \- %detA:detA
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4. folgt aus den Regel fiir das Multiplizieren einer Zeile mit A

Satz 4.7
Sei A € R™"™", dann gilt
det A=0 <« RangA <n.

Beweis:
Wird die Matrix A mit elementaren Zeilenumformungen in Treppenform A* gebracht, dann
gibt es wegen Satz [4.6((3) ein w € R\ {0} so dass

det A = wdet A*.
n
Da A* eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt det A* = [] a;.
i=1
RangA=n & a;#0V1<i<n < detA"#0 <& detA#0
Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 4.8
e Lineare Unabhéngigkeit

Vektoren v; € R*, 1 <4 < n sind genau dann linear abhéngig, wenn die Determinate
der Matrix, bei der die Vektoren v; die Spalten (oder Zeilen) bilden, gleich Null ist.

e Fldche eines Parallelogramms

det <CL1 bl)‘ = ‘albg — a2b1]
by

a3 L
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Der Spat mit den Kanten

ail ai2 a13
ay = (a1 ), az=|[|a2|, a3 = | a3
a31 a32 ass

hat das Volumen
ail a2 a3
V = det a21 22 A3
az1 az2 as3

Die drei Vektoren (aj,as,as) sind positiv orientiert/bilden ein Rechtssystem, wenn V'
positiv ist. Sie stehen dann so zueinander wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
rechten Hand.

Kramer’sche Regel
Sei A -x =b mit A € R™"” und det A # 0 sowie x,b € R". Dann gilt:

v — det A;
' det A

Dabei ist A; eine Matrix bei der die i-te Spalte von A durch b ersetzt wurde, also

air ... G13-1) by ai(i4+1) --- Qin
a cee Qo by ag; R
A, = 21 2(i—1) 02 2(.+1) 2
anl ... an(i_l) bn an(i+1) e Ann,
Beispiel:
20 +3y= 3
ox — Ty = —1
3 3
- -1 -7 _—18 L8
]2 3] -29 29
5 —7
2 3
B 5 —1 17 L?
YT 3] 29 29
5 =7
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5. Lineare Gleichungssysteme revisited

5.1. Spaltenraum

Zuriick zur Frage:

Fiir welche rechten Seiten b € R™ ist ein lineare Gleichungssystem mit einer bestimmten
Matrix A € R™*" losbar?
Oder andersherum:

Welche b € R™ lassen sich mit beliebigen x € R™ als A - x erzeugen/darstellen?

Definition 5.1 (Spaltenraum) '
Sei A € R™*™ und al)) € R™ die j-te Spalte von A, also agj) =a; V1<i<m,1<j<n.

Die Spalten von A erzeugen einen Vektorraum, dieser heifit Spaltenraum oder auch Bild A
(weil er die Menge aller Vektoren ist, auf die sich x mit Hilfe von A abbilden lasst).

Der von den Zeilen erzeugte Vektorraum heifit Zeilenraum.

Satz 5.2
Die Dimension des Spaltenraums einer Matrix A € R™*™ ist gleich dem Rang von A und auch
gleich der Dimension des Zeilenraums.

ohne Beweis

Satz 5.3

Ein lineares Gleichungssystem A -x = b mit A € R™*" b € R™, x € R" ist losbar, falls b
im Spaltenraum von A liegt. Es ist eindeutig l6sbar, wenn die Spalten von A eine Basis des
Spaltenraums bilden.

Beweis:

Ein lineares Gleichungssystem ist gerade die Frage nach den Koeffizienten der Spaltenvek-
toren mit denen sich b als Linearkombination der Spalten von A ergibt. Wenn die Spalten-
vektoren eine Basis des Spaltenraums bilden (also linear unabhéngig sind) gibt es genau eine
Darstellung jedes Vektors in der Basis (Satz = das lineare Gleichungssystem ist eindeutig
l6sbar. O

Frage: Wie finden wir eine Basis des Spaltenraums von A?

Sei A durch elementare Spaltenumformungen zu einer dquivalenten Matrix A* in Treppen-
form umgeformt, die p Nicht-Nullzeilen hat. Sie sieht dann in etwa wie folgt aus (wobei e; fiir
Werte ungleich Null steht und = fiir beliebige Werte):

€1 k%
0 062*
0 0 0 0 e3
A* = Do
0 00 0 0 0 e
0 0 0 0 O 0 0
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Wir nennen die Spalte j; in Zeile ¢ in der zum ersten Mal ein Matrixelement nicht Null ist
(also af, =0 Vk < j;) eine Pivotspalte.

Eine Matrix mit Rang p hat p Pivotspalten. Da von links nach rechts jede Pivotspalte eine
Zeile mehr enthilt, in der Werte stehen, die nicht Null sind hat Y7_; a*"".z; = 0 offensichtlich
nur die Losung x; =0 V1 <4 < p. Daher sind die Pivotspalten linear unabhéngig.

Weil A* zu A #quivalent ist, gilt dies auch fiir Y 7 _; aUi) . z; = 0. Damit sind auch die
entsprechenden Spalten von A linear unabhingig.

Da die p Pivotspalten linear unabhéingig sind und der Spaltenraum ebenfalls die Dimension
p hat, miissen sie eine Basis des Spaltenraums bilden.

= Spaun(a(l),a@)7 e ,a(")) = Span(a(jl), a2 ,a(jp)) = Bild A
Damit folgt der

Satz 5.4 (Rangsatz)
Sei A € R™*" p = Rang(A) und A* eine zu A dquivalente Matriz in Treppenform.

Firi=1,...,p sei j; := min {j ay; # 0} (also eine Pivotspalte).

Dann ist a1 al2) . aUp) eine Basis von Bild A, d.h. des Raumes aller b, fir die A-x =Db
eine Lisung hat.
Insbesondere gilt:

Rang(A) = DimBild A (d.h. der Rang einer Matriz ist gleich der Dimension des Spaltenraums)
und
Dim Bild A 4+ Dim Kern A = n.

(d.h. die Dimension der Matrix minus der Dimension des Spaltenraums ist die Dimension des
Nullraums)

5.2. Bestimmung einer Basis von Kern A (Nullraum)

Sei A* eine zu A € R™*™ {quivalente Matrix in Treppenform. A habe Rang p, es gibt also p
Nicht-Nullzeilen in A* und n — p freie Parameter.

Wir schreiben eine n x n Einheitsmatrix unter A*. Analog zur Gauflelimination verwenden
wir nun elementare Spaltenumformungen um die Nicht-Pivotspalten von A* zu Nullspalten zu
machen. Wir suchen also nach einer Lésung von > 7, art . x; + a'"” = 0, wobei k der Index
der jeweiligen Nicht-Pivotspalte ist (fiir die anderen Nicht-Pivotspalten wird x; dabei implizit
auf Null gesetzt). Diese Spaltenumformungen wenden wir dabei auch auf die Einheitsmatrix
an.

Jede Nicht-Pivotspalte enthélt dann am Ende einen Basisvektor von Kern A.

Beispiel 5.5

4 -2 -2 4 -2 -2
A=[-8 6 2|, A =0 2 -6
0 4 -12 0 0 0
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Pivotspalten von A*: j = 1,2, Forme Spalte 3 zu Nullspalte um:

4 -2 =2 4 -2 -8 4 -2 0
0 2 -6 0 2 0 0o 2 0
. 0 0 0 +3-2. Spalte 0 0 0 +2-1. Spalte 0 0 0
A=y 0 o - 1 0 0 - 1 0 2
0 1 0 0 1 3 0O 1 3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
2
= Kern A = Span | 3
1

5.3. Bestimmung einer speziellen Lésung von A -x =b

Sei (A*|b*) eine zu (A |b) dquivalente Matrix in Treppenform. A habe, ebenso wie (A |b),
den Rang p. Das System ist also losbar.

Schreibt man die ersten p Zeilen der Pivotspalten von A* nebeneinander, erhélt man ei-
ne obere Dreiecksmatrix. Zusammen mit den ersten p Zeilen von b* gibt dies ein (durch
Riickwértseinsetzen) eindeutig losbares lineares Gleichungssystem fiir die p Unbekannten x;, 1 <
1 < p. Setzt man fiir die restlichen n—p Unbekannten Null ein, erhélt man eine spezielle Losung
des linearen Gleichungssystems.

Beispiel 5.6
Mit den Pivotspalten der Matrix in Treppenform und der rechten Seite aus Beispiel [2.27], 3.:

() ()=() m=sme

3
= x= |4
0

5.4. Volistindige Charakterisierung eines linearen Gleichungssystems

Algorithmus 5.7
Sei A € R™*" b € R™ und x € R” die Losung von A - x = b.

1. Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) durch elementare Zeilenumformungen
in Treppenform (A*|b*) (Algorithmus [2.29)).

2. Fallunterscheidung
a) Ist Rang(A*) =n:

= Kern A = {0}

Wenn m = n = Bild A = R"”, ansonsten ist das Bild von A ein n-dimensionaler
Unterraum des R™.

Fallunterscheidung;:
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i. Rang(A*|b*) = n = genau eine Losung, bestimmbar durch Riickwértseinsetzen
(Algorithmus [2.37)).

ii. Rang(A*|b*) > n = keine Losung, da b nicht in Bild A (iiberdeterminiertes
System)
b) Ist Rang(A*) =p < mn:
Die Spalten j; (1 <14 < p) von A, die Pivotspalten von A* sind, bilden eine Basis
von Bild A (siehe Abschnitt [5.1)). Dies ist ein p-dimensionaler Unterraum des R™.

Durch elementare Spaltenumformungen an A*, mit denen die Nicht-Pivotspalten
zu Nullspalten gemacht werden, erhélt man aus den entsprechenden Spalten einer
unter die Matrix A* geschriebenen n x n Einheitsmatrix eine Basis von Kern A
(siche Abschnitt [5.2)).

Fallunterscheidung:

i. Rang(A*|b*) = p = unendlich viele Lésungen. Bestimme eine spezielle Losung
v mit den ersten p Zeilen der Pivotspalten und von b* (siehe Abschnitt [5.3).
Alle moglichen Losungen sind dann gegeben durch v + Kern A.

ii. Rang(A*|b*) > p = keine Losung, da b nicht in Bild A (iiberdeterminiertes

System)
Beispiel 5.8
2 1 0 3| 4
A=|-6 -3 3 —6|—-11]+3-1. Zeile

0 0 6 6 2
210 314

0 0 3 3|1

0 0 6 62/ —2-2.Zeile
21 0 3|4

0 0 3 3|1

0 0 0 010

Der Rang von A ist also 2. Die 1. und die 3. Spalte sind Pivotspalten. Die Menge aller b,
die sich als Ergebnis von A - x fiir beliebiges x darstellen lassen (also das Bild von A), sind
gegeben durch:

2 0
BildA = Span [ [ 6], (3
0 6

Das entspricht einer Ebene im dreidimensionalen Raum.

Da Rang(A* |b*) = Rang(A*) = 2 < 4 gibt es unendlich viele Lésungen mit 2 frei wihlbaren
Parametern.

Wir wollen nun alle moéglichen Lésungen bestimmen. Zunéchst eine spezielle Losung. Dafiir

44



nehmen wir die ersten 2 Zeilen der 2 Pivotspalten von A* und der rechten Seite b*

2
20.301_4:}1:_}%_2:}}(_0
0 3) \z3) \1 573 T ~ |y
0

Jetzt fehlt noch eine Basis fiir den Kern von A, also die Menge aller Losungen des homogenen
Gleichungssystems. Dazu miissen wir die zweite und die vierte Spalte von A* zu Nullspalten
machen:

2 1 0 3 2 0 0 3
00 3 3 0 0 3 3
0000 2.Spalte—1/2-1. Spalt 0 0 00
A*=|10 0 0 PR PRE L 1 0 0
0100 0o 1 00
0010 0 0 10
0 0 01 0 0 01
2 0 0 0 2 0 0 0
o o0 3 3 0o 0 3 0
4.Spalte—3/2-1. Spalte 0 0 0 0 4.Spalte—1-3. Spalte 0 0 0 0
- 1 =12 0 —3/2 — 1 =12 0 —3/2
0 1 0 O 0o 1 0 O
0O 0 1 0O o 0 1 -1
0 0 o0 1 0 o0 0 1
f1/2 73/2
= Kern A = Spa L 0
rn A = Span 0 o
0 1
Alle moglichen Losungen von A - x = b sind dann gegeben durch
2 —1/2 —3/2
0 1 0
X = 13 + A1 0 + Ao - 1
0 0 1

mit A1, A2 € R. Die Losungen liegen in einer Ebene im R*.

3-Minutes Python 7

In Python kénnen wir die vollsténdige Losung mit Hilfe von sympy. In sympy lésst sich der
Rang einer Matrix mit Hilfe der Methode rank bestimmen. Hat die Matrix vollen Rang,
dann bestimmt man die Losung mit der Methdoe solve:

>>> import sympy as sp

2 >>> A=sp.Matrix([[4,-2,-2],[-8,6,-2],[0,4,-111]1)
>>> A.rank ()

4 3
>>> b=sp.Matrix([4,0,17])
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6

10

10

10

12

14

16

18

>>> A.solve(b)
Matrix ([

(51,

(71,

[111)

Ist das Gleichungssystem nicht eindeutig l6sbar, dann miissen wir zunéchst priifen ob
iiberhaupt eine Losung existiert. Dabei spart uns die Methode col_insert Arbeit, deren
erstes Argument die Spalte ist, nach der die Spalte eingefiigt werden soll, die als zweites
Argument gegeben wird.

>>> A=sp.Matrix([[2,1,0,3],[-6,-3,3,-6]1,[0,0,6,611)
>>> A.rank ()

2

>>> b=sp.Matrix([4,-11,2])

>>> A.col_insert(4,b)

Matrix ([

[ 2, 1, O, 3, 4],

[-6, -3, 3, -6, -111],

[ o, o0, 6, 6, 211)

>>> A.col_insert(4,b).rank ()
2

In diesem Fall ist das Gleichungssystem also l6sbar. Wir erhalten den Bildraum der Matrix
mit der Methode columnspace und den Kern der Matrix mit der Methode nullspace

>>> A.columnspace ()
[Matrix ([

[ 2],

[-6],

[ 011), Matrix ([
(ol,

(31,

[611)]1]

>>> A.nullspace ()
[Matrix ([

[-1/2],

[ 11,

[ 01,

[ 0]1), Matrix ([
[-3/2],

[ 0l,

[ -11,

[ 111)1

Mit Hilfe der Methode gauss_jordan_solve berechnet sympy auch direkt die allgemeine
Losung. Diese Methode liefert als ersten Riickgabewert die allgemeine Losung und als
zweiten Wert eine Matrix mit den Namen der freien Parameter.
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>>> A.gauss_jordan_solve (b)
> (Matrix ([
[-_tau0/2 - 3*_taul/2 + 2],

4 [ _tauol],
[ -_taul + 1/3],

6 [ _taulll), Matrix ([
[_tau0l],

s [_taulll))

Maochte man allerdings nur numerisch die Losung eines grofien eindeutig l6sbaren linea-
ren Gleichungssystems bestimmen, dann ist die Funktion solve in numpy eindeutig die
schnellere Losung.

5.5. Schlussbemerkung

Anmerkung 5.9
Wir kénnen aus den Uberlegungen einige iibliche Vorstellungen widerlegen:

e Gibt es bei einem linearen Gleichungssystem weniger Gleichungen als Unbekannte, kann
dieses trotzdem unldsbar sein. Mathematisch heifit das, dass b nicht in Bild A liegt,
anschaulich heifit es, dass sich Gleichungen widersprechen (z.B. 21 + 22 + 3 = 1 und
x1 + x2 + 23 :0).

e Gibt es bei einem linearen Gleichungssystem mehr Gleichungen als Unbekannte, kann
dieses trotzdem losbar sein. Mathematisch dann, wenn der Rang von (A | b) nicht groer
als n und gleich dem Rang von A ist, weil Gleichungen linear abhéngig sind. Anschaulich
bedeutet das, dass mehrere Gleichungen die gleichen Informationen enthalten.
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6. Inverse Matrix

Definition 6.1

Eine quadratische Matrix A € R™*"™ heifit invertierbar, wenn es eine Matrix B € R"*™ gibt,
so dass A-B = B- A =I. Dann ist die Matrix B eindeutig und wird mit A~! bezeichnet (d.h.
A~!:=B). Sie heifit zu A inverse Matrix oder Inverse von A.

Satz 6.2
Gibt es zwei Matrizen B, C € R™ "™ zur Matriz A € R™" mit B-A =A-C =1, dann ist A
invertierbar und B = C = A~1.

Beweis:
B=B'I=B-(A-C)=(B-A)-C=1-C=C

Alsogit B-. A=A -B=Iund B=A"1. a

Beispiel 6.3

09 ()
()
(6
()6 )
)
Satz 6.4

1. Die Inverse einer invertierbaren Matriz A € R™ "™ ist invertierbar mit

(AH)'=A

2. Das Produkt zweier invertierbarer n x n Matrizen ist invertierbar mit

(AB)"' =B71A"!

3. Die Transponierte AT einer Matriz A € R™ ™ ist genau dann invertierbar, wenn A
invertierbar ist. Es gilt:

(AT)—I — (A—I)T
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Beweis:
1. AA-L=A"TA =1
2.

(B'A™H . (AB)=B{(AT'A)B=B'B=1
(AB)-B'A™H =ABB HA 1 =AA 1 =1

I=A7A = I=T"=(A'A) =AT(A) = A7)
I=AA = I=1T=(AA )T = (A )TAT = (AT)1AT

Aus dem Satz folgt, dass (Aj-Ag -+ A t=A" AT AT

Satz 6.5
Seien A, B, C € R™™" x € R", dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist invertierbar.

2. Es gibt eine Matrix B mit A-B =1.
3. Es gibt eine Matrix C mit C- A =1.
4. A-x=0 = x=0

5. Rang(A) =n.

Beweis:
1) C=A"1! = Al.A=1 = 3)

Ax=0=C-0=C-A-x2I.x=4)

4) < 5) Satz[2.34]
5) = A - x = b eindeutig lésbar fiir alle b € R".
Insbesondere gibt es dann b() € R” mit A - b)) = e; (i-ter Einheitsvektor)
mit B = (bM,b® ... bM)
= A -B=(ee...,ep) =1=2)
2)+3)=1)
1)=3)=4)=5)=2)=1)
Also sind alle Aussagen dquivalent

Anmerkung 6.6
Die Inverse einer Diagonalmatrix D € R™*"™ ist ebenfalls eine Diagonalmatrix mit
(D_l)z’z’ = 1/dn‘
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Algorithmus 6.7 (Gauf3-Jordan Verfahren)

Wir suchen eine Matrix X € R"*"™ mit

A-X=1

Dazu schreiben wir die Einheitsmatrix I € R™*" neben die Matrix A (entsprechend der erwei-

terten Koeffizientenmatrix, nur mit mehreren rechten Seiten):

(A L)

Dann formen wir A durch elementare Zeilenumformungen erst in eine obere Dreiecksmatrix,

anschliefend in eine Diagonalmatrix und schliefilich in die Identitéit um.
An der Stelle der urspriinglichen Einheitsmatrix steht dann A~!

Beispiel 6.8

+ 2. 1. Zeile

0
0
1
00
10
0 1/ —2-2. Zeile

0 0\ +2-3. Zeile
1 0] +6-3. Zeile

4 -2 =2 10

-8 6 -2 01

0 4 -11 00

4 -2 =2 1

0 2 -6 2

0 4 -11 0

4 -2 -2 1

0 2 -6 2

0 0 1 -4 -2 1
4 -2 0 -7 =4 2\ 2. Zeile
0 2 0 —22 —11 ©
0 0 1 -4 -2 1
4 0 0 -29 -15 8
0 2 0 —-22 —-11 ©
0 01 -4 -2 1

1 0 0 | —291 —15/4 2
010 | —11 —11/2 3
0 01 —4 -2 1

—29/4 —15/4 2
A l=| -11 -1/ 3
—4 -2 1
Test:

—29/4 —15/4 2 4 =2
—-11 —11/2 3|-|-8 6
—4 -2 1 0 4
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—29+304+0 29/2—45/24+8 29/2415/2 — 22
= | -44+444+0 22-33+12 2241133
-164+16+0 8—12+4 8+4—11

100
=10 1 0
0 01
3-Minutes Python 8
In sympy hat jede Matrix direkt eine Methode inv, die die Inverse zuriickliefert, falls diese
existiert. Der Multiplikationsoperator berechnet in sympy (im Gegensatz zu numpy) direkt
das Matrixprodukt.

>>> import sympy as sp

>>> A=sp.Matrix([[4,-2,-2],[-8,6,-2],[0,4,-11]11)

>>> print (A.inv())

Matrix ([[-29/4, -15/4, 21, [-11, -11/2, 3], [-4, -2, 111)
>>> print (A*A.inv())

Matrix ([[1, O, 0], [0, 1, 0], [0, O, 111)

>>> print (A.inv () *A)

Matrix ([[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, O, 111)

In numpy gibt es eine entsprechende Funktion np.linalg.inv. Hier muss man fiir das
Matrixprodukt zum Testen aber die Methode dot verwenden.

>>> A=np.array([[4,-2,-2],[-8,6,-2],[0,4,-11]]1)
>>> np.linalg.inv (A)
array ([[ -7.25, -3.75, 2. 1,
[-11. , -5.5 , 3. 1,
[ -4. , -2. , 1.
>>> A.dot(np.linalg.inv(A))
array ([[ 1., 0., 0.1,
[ 0., 1., 0.1,
[ 0., 0., 1.11)
>>> np.linalg.inv (A).dot (A)
array ([[ 1., O0., 0.7,
[ 0., 1., 0.1,
[ 0., 0., 1.1
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7. Langen und Winkel im R"

7.1. Skalarprodukt

Definition 7.1 (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt oder inneres Produkt auf einem (reellen) Vektorraum ist eine positiv defi-
nite, symmetrische Bilinearform (-,-): V. x V — R, d.h. fiir u,v,w € R"” und A € R gilt:

1. bilinear

(u+v,w)=(u,w)+ (v,w) (7.1)
(u,v+w)=(u,v) + (u,w)
(u, \v) = A(u,v) = (Au,v)

2. symmetrisch

<u7 V> = <V7 u> (74)

3. positiv definit

(u,u) >0und (u,u)=0 < u=0 (7.5)

Satz 7.2 (Skalarprodukt im R")
Seien x,y € R", dann ist das Skalarprodukt gegeben durch

T

n
(x,y):=x 'y:ffl'y1+$2'y2+"'+9€n'ynszi'yi

=1

Beweis:

n

n

(71): (u+v,w) =3 (ui +vi) wi =3 (5w +v;-w;) =
i=1 =1

n

n
DU wi+ Y v wp = (U, w) + (v, w)
i=1 =1

analog fiir (7.2))

n

(7.3): (WAV) =X ui-Avi =X 3 ui-vi =X (u,v)

=1 =1

(7.4): offensichtlich

2
n n
) (o) = 50t = 3 > (s o) 20
=1

; 1<i<n

=1

= (u,u) =0 falls max |u;] =0 <= u=0
1<i<n
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Anmerkung 7.3 n n

e Offensichtlich ist (u, > (a; - w;))
i=1 i=1

!
N
8
gl
z

o (1,0)=(0,u) =0

Beispiel 7.4

3 7
x=|4], y=10
1 2

(x,y)=3-7T4+4-0+1-2=23

7.2. Normen
Definition 7.5 (Norm)

Eine Norm ist eine Abbildung, die jedem Element v aus einem Vektorraum V eine nicht-
negative reelle Zahl zuweist.
111V =Ry, x = |||

Diese muss fiir alle x,y € V und alle A € R folgende Eigenschaften haben:

[|x|]| =0=x=0 (sonst ||x|| > 0) (7.6)
1A= x[[ = (AL [I]] (7.7)
[+ yIl < [Ix[| + Iyl (7.8)

Anmerkung 7.6
e Aus ([7.7) folgt || — ul| = [|u]]

e Eine Norm weist einem Vektor eine Léinge zu.

Definition 7.7
Mogliche Normen fiir x € R" sind gegeben durch

Zm’p l<p<oo
i=1

|[x]p ==

Eine weitere Norm ist die sogenannte Maximumnorm

[1xlloo = max ||

Anmerkung 7.8
o Aufdem R” (bzw. auf endlich dimensionalen Vektorrdumen) sind alle Normen dquivalent,
d.h. es gibt immer zwei positive Konstanten A1, Ao € R, so dass fiir alle x € V

AL [[xlla < Jx[lp < A2 - [%][a
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e Je grofler p umso wichtiger werden die betragsgréfiten Komponenten.
Es gilt lim [|x||, = [|%]|oo-
p—0oo

Satz 7.9 "
Durch ||x||l2 = | > 2? = /(x,x) ist eine Norm definiert (p = 2 in Definition . Diese
\/ i=1

heifit die euklidische Norm oder auch vom Skalarprodukt induzierte Norm.

Beweis:
Normeigenschaften:
: folgt aus
(7.7):
1A xll2 = V{Ax, Ax) =" VA% (x,x) = [A] - [[x]]2
(7.8):

Ix+yll3 = (x+y,x+y)=
= (x,x) +2(x,y) + (y,¥)
= [Ix]15 +2(x,5) + llyll3
< x5 + 21, y) + [y ll3 (7.9)

Wenn x oder y = 0 ist, dann ist (7.8) erfiillt.
Wir wollen jetzt|(x,y)|abschétzen fiir y # 0:
Wegen ([7.5)) gilt fiir beliebiges A € R

0<(x—Ay,x—Ay) = (x,x) — 2\(x,y) + /\2(y,y>

Wir wéhlen jetzt A = (x.y)

(y,y)
L,y (x,y)%

= 0<(x,x) -2 o <7y>+<y,y>2 (v,y)

ey o YW ey ()

= box) =2 v,y) v,y = o) (y,y)

Da (y,y) >0

= 0<(xx) - (y,y) - (xy)
= (x,y)* < (x,x) - {y,y)
= [(x,y)* <[5 llyll3
= |(x,¥)| < [[x[2 - [ly]]2 (7.10)

Man nennt ([7.10)) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Wir nehmen ([7.9)):

[l +y113 < (113 + 2[¢x, y)] + lly 113
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und setzen ((7.10]) ein:

I + w5 < I1xI13 + 2 [Ix]l2 - [lyll2 + [I¥[13 = ([xll2 + lly]]2)
=[x+ yllz <[z + [lyll2

Beispiel 7.10

[[x[[1 = 3]+ | —4] +[1[ =8

Ix[|2 = /32 + (—4)2+12 = V26 ~ 5,1

Ixlls = V/1BP + | — 4P + 1P = 27+ 64+ 1 = V92 ~ 4,5
|[%[loc = max(|3],| — 4], [1]) = 4

3-Minutes Python 9
Bei numpy berechnet sich das Skalarprodukt mit der Funktion dot

>>> import numpy as np
2 >>> a=np.array([3,4,1])

>>> b=np.array([7,0,2])
4 >>> np.dot(a,b)

23

und bei sympy mit der Methode dot

>>> import sympy as sp
2 >>> a=sp.Matrix ([3,4,1])

>>> b=sp.Matrix ([7,0,2])
4 >>> a.dot (b)

23

Die Norm eines Vektors berechnet sich in sympy mit der Methode norm. Diese be-
rechnet standardméflig die euklidische Norm. Wird der Methode eine Zahl als Argument
iibergeben, dann wird die entsprechende Norm berechnet. Ist das Argument oo wird die
Maximumnorm berechnet.

>>> a=sp.Matrix([3,4,1])
2 >>> a.norm(1)
8
4 >>> a.norm()
sqrt (26)
6 >>> a.norm(3)
92x%(1/3)
s >>> a.norm(sp.oo)
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4

In numpy gibt es zur Normberechnung die Funktion linalg.norm. Das erste Argument
ist der Vektor, dessen Norm berechnet werden soll, das zweite Argument die Ordnung
der Norm p bzw. inf. Wird das Argument weggelassen, dann wird die Euklidische Norm
berechnet.

>>> a=np.array ([3,4,1])

2 >>> np.linalg.norm(a,1)
8.0

4 >>> np.linalg.norm(a)
5.0990195135927845

¢ >>> np.linalg.norm(a,3)
4.5143574354740013

8 >>> np.linalg.norm(a,np.inf)
4.0

7.3. Winkel im R”, Orthogonalitat

Im Weiteren schreiben wir statt || - ||2 einfach nur || - || fiir die euklidische Norm.
Diese hat eine geometrische Interpretation:

(a,b) = |[a]| - |[b] - cos

Umgekehrt kénnen wir dadurch den Winkel ¢ definieren, falls ||a]| > 0 und ||b|| > 0:

Definition 7.11

Seien x,y € R"” und x,y # 0, dann nennt man ¢ := arccos% den Winkel zwischen x
und y. Man nennt x und y orthogonal, falls (x,y) = 0 (da arccos0 = 90°). Der Nullvektor ist
orthogonal zu allen Vektoren des R™.

Beispiel 7.12

1.
3 7
x=|-4], y=10
1 2
x| = V26, Iyl = V494 = V53
(x,y) =23

23 /529 -
= aIrCCcos | —F—— = arccos —_— =~
4 V26 - 53 1378 ’
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- 0 ) y_ 1
Ix[|=1, |lyll=1, (x,y9)=1-0+0-1=0

<X7 y> — O
[ - Iyl
= x und y sind orthogonal.

=

Satz 7.13 (Abstand eines Punktes von einer Geraden)
Seien v,w € R™ und v # 0. Sei U = Span (v). Dann gibt es genau einen eindeutig bestimmten

Punkt w € U, der minimalen Abstand zu w hat, d.h.

lw—w|| <|lw—u|| VueU\{w}. (7.11)
Er ist gegeben durch

oo W) (7.12)

(v, v)

Es gilt

(Ww—w,v) =0 (7.13)

i v, w)
Wl = < [lwll, (7.14)
vl

und

(v,w) = (v,w) (7.15)

Anmerkung 7.14
Man kann sich (7.11]) durch folgende Umformung anschaulich machen:

(vow) VIl -lwll-cose

vy VS VS Ileese:

W =

v
gl

Es handelt sich also um einen Vektor in Richtung von v, dessen Linge dem Anteil von w
entspricht, der in Richtung der Gerade zeigt.

Beweis:

(713): folgt aus (7.12): Ubung
(7.15): (v,w) = (v,w — W) +(v, W) = (v, W)
—_————
"
(7.11)):
W —ulf? = [|w — W+ W —ulf?
=(W—WH+W—-uw—-—w+w—u)
=(W—W,W—W)+2(W—-W,W—u)+(W—uw-—u)

— [Jw — W[ + 2(w — W, W — ) + || — ul|?
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(7.14):

daw—ueU, U=Span(v)und (w—w,v)

= [[w —ul]? = [|w — W[} + HVAV—UIH2 >[lw = w[? VueU\{w}

7.1

h»HwH—H— v|| = el v

= |[wll =

[{v,w)]
[[vI]

Iwll* =lw = W% + W|[* = |lw — W||* + 2 (w — W, W) +||w]]?
—_———

=0 [C13

= [[w — W[[* + [[W][* > []w]]?

= [[wl? = |IW][? = [lw]] > [IW]]

Anmerkiing 7.15
Aus (7.14) ergibt sich direkt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
(v, )]
[lwl = M VI [Iwl = [{v, w)]

Definition 7.16

Die Vektoren uy,...

zueinander sind.
Sind die u; normiert, d.h. ||u;|| =1 V1 < i < p, bilden sie ein Orthonormalsystem. Eine

Orthonormalbasis eines Vektorraums ist eine Basis, die ein Orthonormalsystem bildet.

Satz 7.17 (Ndherung eines Punktes in einem Unterraum)

Sei vi,...,vp € R" ein Orthogonalsystem und v; #0 V1 <i<p
Dann gilt:
1. Fiir jedes w = Z Vi
gilt firi=1,.
o = <Vi7 W>
(Vi, Vi)
2. Die v; sind linear unabhdngig.
3. Sei w € R" beliebig. Durch
from 0 gy cigy
(Vi, vi)
P
W= Bivi
i=1
ist der zu w ndchste Punkt aus Span (v1,...,v,) eindeutig definiert, d.h.
w — W L Span (vy,...,vp)

||lw—w|| <||lw—u|| VueSpan(vy,...,vp) \{W}

,up € R™ bilden ein Orthogonalsystem, falls die u; paarweise orthogonal

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)
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Beweis:

1.
p
W = ZOLZ' 'V
=1
p
(Vi w) =Y - (vi,vj) = ai{vi, vi)
=1
= = (vi, w)
<Viyvi>
2.

p
0= E oy -V
=1

<Via O>

=0
<Viyvi>

= o =

= v; sind linear unabhéngig

3. Wegen ([7.13)) steht w — W senkrecht auf jedem einzelnen Vektor v;
Da ([7.11)) fiir jeden Vektor v; gilt =([7.19))

Anmerkung 7.18
e Aus einem Orthogonalsystem nach Satz [7.17| ldsst sich durch Normierung

Vi
u = —
hal
eine Orthonormalbasis generieren
e Die Einheitsvektoren e; (1 < i < n) bilden eine Orthonormalbasis des R"

Definition 7.19
Ein reeller Vektorraum V mit Skalarprodukt, in dem die Lénge von x € V definiert ist durch

l|x|| = v/(x, %), der Abstand zwischen zwei Vektoren x,y € V durch ||x — y|| und der Winkel
zwischen zwei Vektoren x,y € V durch

¢ 1= arccos (,y) , xly < (x,y)=0
PSIRIN
heiflt euklidischer Vektorraum.
Satz 7.20
Jeder n-dimensionale euklidische Vektorraum V kann durch eine Orthonormalbasis v1, ..., vy

aufgespannt werden. Die Koeffizienten «; beziiglich dieser Basis ergeben sich als

Q= <Xa V’L'>
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Beweis:

Satz + Normiertheit der Basis O

Anmerkung 7.21
Fin kartesisches Koordinatensystem in einem euklidischen Vektorraum ist gegeben durch die
Wahl einer bestimmten Orthonormalbasis und eines Koordinatenursprungs.

Algorithmus 7.22 (Gram-Schmidtsches-Orthonormalisierungsverfahren)
V1i,...,Vp € R" seien beliebige linear unabhéngige Vektoren

1. Setze u; = HX%H und k = 1.

2. Angenommen uy, ..., u; seien bereits orthonormale Vektoren
k
Berechne G117 = > (u;, vigy1) - u;
i=1
Vi1 —UOk41
[Vit1— k4]l

4. Wenn (k + 1) < p wiederhole ab 2. mit k = k + 1.

3. Setze ugy1 =

5. uy,...,u, bilden jetzt ein Orthonormalsystem

Beispiel 7.23

|[ve — ]| = 2
WL (0y_ (0
279 \2) " 1
(! (0
u] = 0 , U2 = 1

3-Minutes Python 10

sympy stellt die Funktion Gramschmidt zur Gram-Schmidt Orthogonalisierung und Ortho-
normierung bereit. Dazu muss eine Liste von Vektoren iibergeben werden. Wird als zweites
Argument True iibergeben, dann werden die orthogonalisierten Vektoren auch noch nor-
miert.

>>> L = [sp.Matrix([2,3,5]), sp.Matrix([3,6,2]),
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sp.Matrix ([8,3,6])]
2 >>> sp.GramSchmidt (L)
[Matrix ([
« [2],
(31,
6 [511), Matrix ([
[ 23/19],
s [ 63/19],
[-47/191]1), Matrix ([
o [ 1692/353],
[-1551/706] ,
12 [ -423/70611)]
>>> W=sp.GramSchmidt (L)
14 >>> W[0].dot (W[0])
38
16 >>> W[0].dot(W[1])
0
18 >>> sp.GramSchmidt (L, True)
[Matrix ([
20 [ sqrt(38)/19],
[3*sqrt (38)/38],
22 [6*xsqrt (38)/38]]1), Matrix ([
[ 23%sqrt (6707) /67071,
24 [ 63%sqrt (6707)/6707],
[-47*sqrt (6707) /6707]1]), Matrix ([
26 [ 12*sqrt(706)/353],
[-11*xsqrt (706) /706],
28 [ -3%xsqrt (706)/70611)]1]
>>> U=sp.GramSchmidt (L)
30 >>> U[0].dot (U[1])
0
32 >>> U[0].dot (U[0])
1

7.4. Methode der kleinsten Quadrate

Bestimmung von Systemparametern durch indirekte Messungen z.B. des Rollwiderstandards-
koeflizienten ¢,

Beispiel 7.24

Rollreibung: Fr = ¢, - Fy  (Fy : Normalenkomponente der Gewichtskraft)

Wir messen x(t) bei einer Anfangsgeschwindigkeit vy fiir einen Koérper der Masse m. Wegen
des zweiten Newton’schen Gesetzes gilt:

m-a=—Fr=—¢-Fn

1
a:—E(CT'FN)
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Befindet sich das Gefdhrt bei tg = 0 an der Stelle x = 0 mit Geschwindigkeit v = vg

1 1
:>m:fat2+vo-t:——cr-FN‘tQ—i-vo-t
2 2m

Dies ist eine lineare Gleichung in ¢, und vg
Problem: Messwerte sind fehlerbehaftet
Losung: Wir machen sehr viele Messungen

t 2 4 6 8§ 10
r 60 120 175 235 290

m = 1600kg, Fxn = 16000N
Fy

N _5

2m

60

120
180 : <C> — | 175
~320 vo 235

—500 10 290

2
-80 4
6
8

= iiberbestimmtes Problem, wahrscheinlich keine exakte Losung.

Wir suchen die Lésung fiir u = (¢, v0)7 € R2, fiir die X = A - u den minimalen Abstand
von x = (60 120 175 235 290)7 hat.

Die Spalten von A spannen einen zweidimensionalen Unterraum des R® auf (da sie linear
unabhéngig sind). Wir suchen also den Punkt in diesem Unterraum mit minimalem Abstand
von x. Fiir diesen gilt (x — %) L fiir jede Spalten a(? von A:

Gilt fiir alle Spalten = AT - (x —%) =0 +—= AT .- (x—A-u)=0
Satz 7.25
Sei A € R™™ ynd b € R™. u € R" ist genau dann eine "kleinste Quadrate-Losung” der
Gleichung A -x = b (oder der Wert fiir x, fir den A -x von b den kleinsten Abstand in der
euklidischen Norm hat), wenn u eine Ldsung der sog. Normalengleichung

ATAu=A"b

1st.

Anmerkung 7.26
Sind die Fehler der Messung normalverteilt, erhdlt man eine optimale Schiatzung der Parameter.
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Beispiel 7.27 (Fortsetzung von Beispiel |7.24))
Mit

—20
—80
—180
—-320
-500 10

2 4 6 8 10

—20 —80 —180 —320 —500
TA _ .
A A‘( > —9000 220

Co O = N

B <391600 —9000>

und

60

ATy — —20 -80 —180 —320 -500) ﬁg [ —262500
2 4 6 8 10 9235 N 6430

290

erhalten wir

<391600 —9000> u— <—262500>

—9000 220 6430
391600 —9000Y  _ (—262500
0 13,156 ~ \ 397,058
Loy (0,023
~ (30,18
59,9
118,9
=%=A-u=|176,9
234, 1
290, 3
[x —x[|=2,1

Zum Vergleich: die exakten Werte waren: ¢, = 0.015, vy = 30 m/s, die Fehler waren nicht
normalverteilt.

3-Minutes Python 11

Die kleinste Quadrate-Losung kann mit Hilfe der Funktion 1linalg.lstsq von numpy be-
rechnet werden.

>>> import numpy as np
2 >>> A=np.array([[-20,2],[-80,4],[-180,6],[-320,8],[-500,10]1)
>>> b=np.array([60,120,175,235,290])
4+ >>> np.linalg.lstsq(A,b)
(array ([  2.32919255e-02, 3.01801242e+01]), array ([
5.93167702]), 2, array([ 625.94476646, 3.626201341))

64



Die Funktion liefert vier Werte zuriick: Einen Vektor mit der Kleinste-Quadrate-Losung,
das Residuum (also die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen Messwerten und
geschitzten Werten), den Rang von A und die sogenannten Singulidrwerte von A.

7.5. Vektorprodukt

Definition 7.28
Seien u,v € R? und u = (u1,uz2,u3)’, v = (v1,v2,v3)" ihre Darstellung in kartesischen
Koordinaten. Dann ist das Kreuzprodukt von u und v definiert als
U203 — U3Lv2
uXvVv:i=|uzvr —uivs
Uv2 — U201

Satz 7.29
Das Kreuzprodukt von u,v € R3 hat folgende Eigenschaften:

1. ux v =0, wenn u und v linear abhdingig sind.

2. Seien u und v linear unabhdngig. Dann gilt:
a) ux v L Span (u,v)
b) u, v, und u x v sind positiv orientiert.

¢) |luxvl|| ist der Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Ecken 0, u, v und u+v

Beweis:
Ubungen O

Anmerkung 7.30
Geometrisch bedeutet

. Der Vektor n = uxv steht senkrecht auf der Ebene, die von u und v aufgespannt
wird (Normalenvektor).

. u, v und n zeigen wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand.

3-Minutes Python 12

Das Vektorprodukt berechnet sich in numpy mit der Funktion cross und in sympy mit der
Methode cross:

>>> import numpy as np
2 >>> x = np.array([0,0,1])
>>> y = np.array([0,1,0])
4 >>>
>>> np.cross(x,y)
¢ array ([-1, 0, 0I)
>>> np.cross(y,x)
s array ([1, 0, 0])
>>> a = sp.Matrix([0,1,0])
10 >>> b = sp.Matrix([1,0,0])
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>>> a.cross(b)
12 Matrix ([
[ o],
u [ 0],
[-111)
16 >>> b.cross(a)
Matrix ([
18 [0],
(o],
20 [11]1)

7.6. Tensorprodukt

Definition 7.31

Seien u € R™ und v € R™. Dann ist das Tensorprodukt oder das dyadische Produkt (im
Englischen outer product) von u und v definiert als

uj1vr uUv2 ... UL Um,

T U2V1 UV ... U2V,
uRXv:i=u-v. =

UpV1 UpV2 ... UpUm

Satz 7.32
1. Seienu € R™ und v € R™ mit u # 0 und v # 0. Dann gilt:

Rang(u®v) =1
2. Seien u,v,x € R™. Dann gilt:
(u®v)-x=u-(v,u)
Beweis:
1. Jede Zeile enthilt jeweils die Elemente des Vektors v multipliziert mit einem Element

von u. Die i-te Zeile des Produkts lasst sich also durch die j-te Zeile des Produkts durch
Multiplikation mit =% darstellen.
J

2. Es gilt:

(uv) - x=(u-v
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8. Lineare Abbildungen (Bonusmaterial)

Definition 8.1

Seien V und W Vektorrdume iiber R. Durch eine Abbildung f : V. — W (man sagt “eine
Abbildung f von V nach W”) wird jedem Vektor v € V ein eindeutig bestimmter Vektor
w = f(v) zugeordnet.

Man nennt eine Abbildung

injektiv wenn es zu jedem w € W hochstens ein v € V gibt.
surjektiv wenn es zu jedem w € W mindestens ein v € V gibt.

bijektiv wenn die Abbildung injektiv und surjektiv ist, es also zu jedem w € W genau ein
v € V gibt.

Beispiel 8.2
e injektiv
o f:R— R, f(x)streng monoton steigend oder fallend, z.B. o3 aber nicht x>
o f:Rf =R, f(x)=Vx
e surjektiv
o f:R — R stetig, Maxima und Minima erlaubt aber mll)l:iloo f(x) = £oo oder

lim f(x) = Foo, z.B. ax® + bz? + cx + d aber nicht az? + bx + ¢, a # 0.

xr—*+00

o f:R—[-1:1], f(z)= cos(x)

Mengen:

Injektiv Surjektiv Bijektiv

Definition 8.3
Eine Abbildung f: V — W heif3t linear, wenn gilt:

1. f ist homogen, d.h. f(Av) = Af(v) VAER, veV
2. fist additiv, d.h. f(v+u) = f(v)+ f(u) Vv,ueV

Anmerkung| 8.4
Definition |8.3|ist dquivalent zu

f(alvl+"'+anvn) :alf(vl)+"'+anf(vn) (81)

Damit reicht es zu zeigen, dass f(A-v+u) = A- f(v) + f(u) fir alle A € Rund v,u € V um
zu beweisen, dass eine Abbildung linear ist.
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Beispiel 8.5
1. Die Nullabbildung 0: V — V| 0(v):=0

2. Die identische Abbildung Id : V — V| Id(v) := v (bijektiv)

w

. Die Projektion p; := R" — R, p;(x) := x; (i-te Komponente von x) (surjektiv)

W

. Multiplikation mit Matrix A € R™*"

fA:Rn —>]Rm, fA(X) =A-x

5. Differentiationsoperator % an einer festen Stelle x:

1) W), () = )

6. keine linearen Abbildungen sind:
g:V =V, g(v):=v+a (Verschiebung um a # 0)

f:RxR—=RxR, f(z,y):= (2% z +y) (da quadratisch in z)

7. Skalarprodukt: Bilineare Abbildung, d.h. das Skalarprodukt ist eine lineare Abbildung
fiir jedes einzelne Argument.

Satz 8.6
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung, dann gilt:
1. f(0)=0

2. f ist genau dann injektiv, wenn f(x) #0 Vx#0
3. U:={f(x):x €V} ist ein Unterraum von W

4. Sei f bijektiv, dann ist f invertierbar und die Umkehrabbildung f~' : W — V ist ebenfalls
linear. Ist f injektiv, dann gibt es auch eine Umkehrabbildung, diese ist jedoch nur fir
die Bildmenge U definiert.

ohne Beweis

Satz 8.7
Seien g : U =V und f: V — W linear. Dann ist auch fog:U — W linear.

(f og(z) (sprich “f nach ¢”) entspricht f(g(x)))
Beweis: Seien u,v € Uund A € R

foglu+v)=f(glu+v)) = f(gu) +g(v)) = flg(u) + f(g(v))
=fog(u)+ fog(v)
fogAv) =f(g(Av)) = f(A-g(v)) =X f(g(v)) =A- fog(v)
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Beispiel 8.8
Sei B = (uy,...,u,) mit u; € R” (1 <i < n) eine Basis des Vektorraums V und

V=oiuy +- -+ ayuy,
die eindeutige Darstellung des (beliebigen) Vektors v € V in der Basis B. Wir nennen

an
vg:=| ! | eR"

Qp

den Koordinatenvektor von v € V beziiglich B.
Die lineare Abbildung v — vg heifit Koordinatenabbildung. Sie ist bijektiv.

Satz 8.9
Sei f:R™ — R™ linear. Dann gibt es genau eine Matriz A, sodass f = fa. Es gilt

A={[f(er) f(e2) ... f(en)]
wobei e; € R™ die i-ten Einheitsvektoren sind.

Ganz wichtige Schlussfolgerung:
Jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen lisst sich
also als Matrixmultiplikation darstellen.

Beweis: Mit x = Y z; - ¢; und Gleichung folgt:
i=1

Fo) =S - fles)
i=1
Wegen der Eigenschaften der Matrix-Vektormultiplikation folgt die Behauptung. O

Satz 8.10
Seien F und G die Abbildungsmatrizen zu den linearen Abbildungen f und g. Dann ist die
Abbildungsmatriz zu h := f o g gegeben durch

H=F -G
Beweis:

fog(z)=flg(z)) =F -g(z) =F-G-x=(F-G)-x

Beispiel 8.11
Sei a € R, x € R%. Die Abbildung f, : R> — R? drehe den Vektor x um den Winkel |«

e gegen den Uhrzeigersinn, falls a > 0

e im Uhrzeigersinn, falls a < 0.
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fo ist linear und die Drehmatrix A, ist gegeben durch:

A, = <cos(a) —Sin(a))

sin(a)  cos(«)
Drehe erst um Winkel «, dann um Winkel 3, also insgesamt um Winkel a + 3:

fao© fﬁ = fa-i—,B

:>Aa+5 =A, 'Aﬂ

(@]
@}
BN
Q
+
=

= cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin()
sin(a + ) = sin(a) cos() + cos() sin(«)

Wir erhalten auf diesem Weg also die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus.
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9. Eigenwerte und Eigenvektoren

9.1. Definition

Definition 9.1
Eine Zahl A\ € C heifit Eigenwert der Matrix A € C™*" wenn es wenigstens einen Vektor
x € C", x # 0 gibt mit

A-x=)\x
Jeder Vektor x # 0, der diese Gleichung erfiillt, heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Anmerkung 9.2
e Da Eigenwerte (EW) und Eigenvektoren (EV) hiufig eine Rolle in Anwendungen spielen,
die mit komplexen Zahlen rechnen, verwenden wir ab jetzt Matrizen und Vektoren mit
komplexen Eintréagen.

Alles bisher iiber reelle Matrizen und Vektoren Gelernte ldsst sich direkt auf komplexe
Matrizen und Vektoren {ibertragen.

Beispiel 9.3

Die Matrix
0 -1 0
A=1|-1 -1 1
0 1 0
1
hat den Eigenwert A = —2 mit dem Eigenvektor x = | 2 |, da
-1
0 -1 0 1 -2 -2 1
-1 -1 1)-12)]=|-1-2-1|=-4]=-2-]2
0 1 0 -1 2 2 -1

e Geometrische Bedeutung:
Ein Eigenvektor wird durch Multiplikation mit der Matrix gestreckt, falls [A\| > 1 und
gestaucht, falls |A\| < 1. Seine Richtung kehrt sich um, falls A < 0, sonst bleibt sie gleich.

9.2. Berechnung von Eigenwerten

Fiir einen Eigenvektor gilt

A-x=Xx=X-1-x
— A-x—XA-I-x=0
— (A-X-I)-x=0 (9.1)

hat nicht triviale Losungen nur, falls

det(A — AI) =0
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(da sonst nur genau eine Losung x = 0 existiert)
Fir A € C™*" gilt:

det(A — AI) = (—\)" + (zn: a) (=N det A = zn: ai - (=) (9.2)

=0

Definition 9.4

XA (A) = det(A — AI) heifit charakteristisches Polynom.
XA (A) = 0 heifit charakteristische Gleichung.

Die Spur einer Matrix A € C"*" ist gegeben durch

n
Spur A = Z Qi
=1

Satz 9.5
A € C ist genau dann ein Figenwert der Matriz A € C™*™, wenn \ eine Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms xa () ist, d.h. det(A — XI) = 0.

Beweis: s.o. O

Algorithmus 9.6 (Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren)
1. Bestimme die (verschiedenen) Nullstellen A1, ..., A, von xa

2. zu jedem Eigenwert \; bestimmt man die Losungsmenge des homogenen LGS
(A=) -I)-x=0

also Kern(A — \; - I).
Jeder Vektor aus dieser Menge ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \;

Anmerkung 9.7
e Die Bestimmung der Nullstellen von xa kann anspruchsvoll sein = numerische Methoden

e Da xa ein Polynom vom Grad n ist, hat es n (komplexe) Nullstellen. Es gibt also immer
n Eigenwerte. Eine Nullstelle A\; kann mehrfach vorkommen. In der Regel gibt es daher
r < n verschiedene Eigenwerte.

e xa lésst sich darstellen als

T

Xa() = =N Qg =P = =TT = Ak (9.3)

=1

k; heifit algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \;
e Koeflizientenvergleich von (9.2) und (9.3)) ergibt:

Spur A =k + ... ke A =D ki
=1

det A = M- M52k =TT AR
=1
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e Dim(Kern(A — \;I)) heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A;. Die algebraische
und geometrische Vielfachheit ist im allgemeinen nicht gleich, letztere ist aber niemals
grofler als erstere.

e Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer linear unabhéngig.

Beispiel 9.8
Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren von

—2-X =5
det(A)\I)_} ) 4_A‘
=(—2-XA)-(4=A)—1-(=5)
=—8— 4\ +2X\+ A\ +5
=\ —2)-3
Nullstellen:
2+ 4+ 12
)\1/2:%:112

M =3, \=-1

Eigenvektor zu A;:

(A=3-1) x= (213 4—53>'x: (15 15> x=0

=11 =—x9, wihleaxs=a = EVlza-(_11>
FEigenvektor zu As:
—-2+1 =5 -1 =5
(A—(—l)-I)-x-( 1 4+1>-x—<1 5> x=0

= x1 = —bxg, wihlexs =5 = EVy=7- <_5>
Test:

(0 0)-0)-(300) :
(00 ()= (50) - ()= (V)

Uberpriife Anmerkung

Il
/\l
ovow
~_

Il

w

/\l
—_
~

SpurA=-2+4+4=2=3-1

7

Co4|=F 241 (5 =8 4+5=-3=3(-1)
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9.3. Spezielle Matrizen

Satz 9.9
Die Eigenwerte einer Dreiecksmatriz A € C™*" sind gleich den Diagonalelementen von A

)\i:aii (1§z§n)

Beweis:
Da A Dreiecksmatrix = det(A — AI) auch Dreiecksmatrix

— det(A = A1) & T (aw — N
=1

(a;i —A\) =0 = Behauptung O

—

=1

Satz 9.10
Sei A € C™*"

1. Hat A den FEigenvektor x € C" zum Figenwert X, dann ist dieser auch Figenvektor von
aA, A" A+ 0L p(A):=opAP + -+ a1 A + apl
allerdings zum FEigenwert

aX, XA+ B, p(A) = opAP 4+ -+ a A+ .

2. A und AT haben die gleichen Eigenwerte (aber in der Regel andere Eigenvektoren,).

3. A ist genau dann invertierbar, wenn alle Figenwerte # 0 sind. Ist A Figenwert einer
invertierbaren Matrix A mit Eigenvektor x, dann ist % FEigenwert von A~ mit gleichem

Eigenvektor x.
Beweis:
1. Aus A -x = \-x folgt p(A) -x=p(\) - x
2. det(AT — X\- 1) = det(A — AXI)T = det(A — AI)

3. A invertierbar <= det A = A .. .\ £ 0 = alle \; #0

1
A x=)\x << Xx:A_lx

Definition 9.11 .
Sei A € C™*" und A” = A" ihre komplex-konjugierte und transponierte Matrix. A heifit

hermitesch, wenn gilt:
aij=aj V1<i,j<n bzw. A =AH

Bei reellen Matrizen entspricht das einer symmetrischen Matrix (A = AT).
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Definition 9.12

Eine Matrix U € C™*" heifit unitér, wenn ihre Inverse gleich ihrer komplex-konjugierten und
transponierten Matrix ist, d.h. falls UUH = UHU = I. Fiir reelle Matrizen U € R™ " heif}t
das, dass U~! = U7 Eine solche reelle Matrix heifit orthogonal.

Satz 9.13 (Eigenwerte von hermiteschen Matrizen)
Sei A € C"*™ hermitesch. Dann gilt

1. Alle n Eigenwerte sind reell.
2. Es gibt genau n linear unabhdngige Eigenvektoren.

3. Zu jedem Figenwert der algebraischen Vielfachheit k gibt es genau k linear unabhdngige
FEigenvektoren (d.h. die algebraische und geometrische Vielfachheit ist gleich).

4. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
5. Es lisst sich eine Orthonormalbasis des C" aus Eigenvektoren von A aufbauen.

6. Es existiert eine Zerlegung W 'AW = D bzw. A = WD WL, Die Spalten von W
sind dabei (linear unabhingige) Eigenvektoren EVy, ..., EV, von A und D ist eine
Diagonalmatriz, deren Diagonalelemente die zugehdrigen Eigenwerte Ai,... A, sind.

7. Es existiert sogar eine entsprechende Zerlegung UPAU = D bzw. A = UDUH | mit
etner unitdaren Matriz U.

ohne Beweis

9.4. Anwendung

aus: Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, Springer
mit Federkonstanten c,k > 0, beide Wagen haben die gleiche Masse m > 0, die Masse der
Federn sei vernachléssigbar
Betrachte Auslenkungen s1, so aus der Ruheposition, Auslenkungen nach rechts seien positiv,

in Ruheposition gelte s; = s3 = 0.
Hooksches Gesetz:

d’s; oy k:( ) c+k N k
= ——51+ —(s9—51) = — s1+ —s
o7 st (52— 81 1 2
d?s, k:( ) c k c+k
2= —(s]—89) — —89 = —S] — S
dt? m ! 2 m2 " mt m 2

2

ddts21 n # —% (s1) _ (0

d232 _k ctk S9 - O

dt? N m m 7,

A
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Ansatz

(0 = (2 =

Einsetzen

S_(_w26iwt)+A.s_eiwt: (_WZ.S_'_A_S).eiwt: (0>

— A -s=uw’"s.

Also muss s ein Eigenvektor und w? ein Eigenwert von A sein.
Zur Abkiirzung schreiben wir

c+k k
= aﬁzi
m m
(o B
a=(5 D)
Eigenwerte
- _jla=XA =5 _ W2 2
det(A — AI) = 3 a_A—(a AN —=p7=0

>a—-A==x0
= A=atf
)\lzc—i-k_ﬁzi
m m m
c+k k c+2k
Ay = +— =
m m m

c c c+2k c+2k
= Wi = %7(“-]2:_ E:_wh w3 =

w1, wa, ws und wy sind die Frequenzen von Eigenschwingungen.

Eigenvektoren
(A—(a—B)-1)-EV, =0

<oz—(_ozﬂ—5) a_@ﬁ_ﬁ)).]gvl_(_ﬁﬁ ;) EV,=0

:>EV1:’)/<1>

<a - (_a5+ B) . &ﬁr ﬁ)) EV, = (:g :g) BV, = 0

= EV, =" <_11>
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= Bei Eigenwert A\; schwingen die Massen in Phase
A B oder & &
Bei Eigenwert Ay schwingen die Massen in Gegenphase
A2 oder & 3B
Allgemeine Losung:
s(t) =p1 -EVy- e+ pp EVy-e ™ 4 pg - EVy -3 4 1y - EVy - e

Da die Eigenvektoren linear unabhéingig sind, ldsst sich jeder Anfangszustand als Linear-
kombination der Eigenvektoren darstellen.

so =s(0) = (1 + p2) - EV1 + (u3 + pa) - EVy

1 und po bestimmt man aus den Anfangsbedingungen. Zusétzlich brauchen wir noch An-
fangsbedingungen fiir die Geschwindigkeit
ds(t)

= U1 ‘EV1 '(iwl)'eiwlt+M2'EV1 '(—iwl)'eiiwlt—i-,ug'EVQ-(’iW3)‘€iw3t+/L4'EV2-(—iw3) 'efin,t

vo = v(0) = (1 —p2)-(iw1) EVi+(us—pa)-(iws) EVa = [(u1 — p2) - w1 - EVy + (u3 — pa) - w3 - EV]i
Mogliche Anfangspositionen:

1. 81:82:8,111:’1)2:0
_ (s _ 1 L\ _ o a4 pe+ps+ pa
so = (S) = (1 + p2) - <1)+(M3+M4)' (_1> = <H1+M2—(H3+M4)

vo= () = o = )G (1) + oa = ) - - ()

_ ((Ml — p2) - (iwr) + (u3 — pa) - (iw:s))
(11— p2) - (iwr) — (u3 — pa) - (iws)

Wir haben also die vier Gleichungen

() :pr+po+ps+ps=s
(2) i+ p2 — (w3 + pa) = s
(3) + (1 — p2) - (fw1) + (3 — pa) - (iwz) =0
(4) : (1 — p2) - (iwr) — (u3 — pa) - (iwz) =0
B)+@): =2(m —p2) (w1) =0 = —p=0 =1 =p
D+ (2): =2(u1 +p2) =2s =4p; =2s :>p1:,u2:§
(1) —(2): =2(pus+pa) =0= pz = —pua
(3)—(4): = 2(u3 — pa) - (iwz) =0=2pu3 - (iw3) =0 = p3=0 = pa=—pz=0

Losung: p1 = p2 = 35, p3 = p4 = 0 = Eigenschwingung 1
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O OO W

.81 =—8y=858,v =v3 =0
Losung: py = po = 0, p3 = py = § = Eigenschwingung 2

.81 =58,8=0,vi=v3=0

p1 + p2 + pg £ s 1 1 1 1

_ H1 + p2 — fi3 — — 1 1 -1 -1
(1 — p2) - (iwr) + (u3 — pa) - (iws) iwp —iwy dws —iws

(b1 — p2) - (iw1) = (p3 — pa) - (iws) wp —iwy —iws  iws

Lose lineares Gleichungssystem mit Gauf-Elimination:

>>> import sympy as sp
>>> oml=sp.Symbol( )
>>> om3=sp.Symbol( )
>>> A=sp.Matrix([[1,1,1,1],[1,1,-1,-1],
[oml*sp.I,-oml*sp.I,om3*sp.I,-om3*sp.I],
[oml*sp.I,-oml*sp.I,-om3*sp.I,om3*sp.I]1])
>>> s=sp.Symbol( )
>>> b=sp.Matrix([s,0,0,0])
>>> A.solve(b)
Matrix ([
[ s*(Ix(-I*omega_1 - I*omega_3)/(8*xomega_1) +
I*(-I*xomega_1 + Ixomega_3)/(8*omega_1))],
[s*x(1/2 - Ix(-I*omega_1 - I*omega_3)/(8*omega_1) -
Ix(-I*omega_1 + I*omega_3)/(8xomega_1))],
[

s/4],

s/411)
>>> sp.simplify(_)
Matrix ([
[s/4],
[s/4],
[s/4],
[s/411)

S
== R =M = =

= s(t) = 0 (1) ) (eiwlt _|_€—iw1t) n < 11) (eiwgt i e—iwgt)
=2cos(w1t) =2 cos(wst)

_ % (cos(wlt) —i—cos(wgt))

cos(wit) — cos(wst)

O O O W
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mit den Parametern ¢ =1, £k =1 und m = 1 erhalten wir
w1 = \/I = 1, w3z = \/g

mit den Parameter c=1, k =2und m =1

w; =1, wgz\/g

Grofles k = stérkerer Unterschied in den Eigenfrequenzen
Grofles m = langsamere Schwingung
Grofles ¢ = schnellere Schwingung
. 81 =59 =0, v1 = —1,v9 = 1 Wir erhalten mit der Matrix von oben aber einer angepas-

sten rechten Seite:

11 1 1 11 0
11 -1 -1 e | |0
iwl —iw1 iw;g —iwg . U3 o -1
Wy —itwp —iw3g w3 4 1

Lose lineares Gleichungssystem mit Gau-Elimination:

>>> import sympy as sp
>>> oml=sp.Symbol( )
>>> om3=sp.Symbol( )
>>> A=sp.Matrix([[1,1,1,1],[1,1,-1,-17,
[oml*sp.I,-oml*sp.I,om3*sp.I,-om3*sp.I],
[oml*sp.I,-oml*sp.I,-om3*sp.I,om3*sp.I]1])
>>> s=sp.Symbol ( )
>>> b=sp.Matrix ([0,0,-1,1])
>>> A.solve(b)
Matrix ([
[Ix(-Ix(-I*omega_1 - I*omega_3)/(2*omega_1) + Ix(-I*omega_1
+ I*omega_3)/(2*xomega_1))/(2*omega_3) + I/(2*omega_1)],
[ Ix(I*x(-I*omega_1 - I*omega_3)/(2xomega_1) - I*(-Ixomega_1
+ Ixomega_3)/(2*xomega_1))/(2*xomega_3) - I/(2*omega_1)],
[

I/(2*omega_3)],

-1/(2*%omega_3)11)
>>> sp.simplify (_)

Matrix ([
L 0],
[ O] b

[ I/(2*xomega_3)],
[-I/(2*omega_3)1]1]1)
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Abbildung 1: Koordinaten si(¢) und s2(t) fir a3 = as = 0.5 bei schwacher Kopplungsfeder
(w1 = 1, wg = 1.1, oben links), etwas stidrkerer Kopplung (w; = 1, wz = 1.6,
oben rechts), noch stérkerer Kopplung (w; = 1, ws = 2, unten links) und starker
Kopplung (w; = 1, w3 = 5, unten rechts)

1 1
= p1 = p2 = 0,43 = %os T T,
_ L 1 w3zt _ —iwst) __ i - Sin(w3t)
= s(t) = 2ws <—1) \(6 ¢ ), ~ ws \ sin(wst)
=2i sin(wst)

3-Minutes Python 13

In sympy hat jede Matrix die Methoden eigenvals und eigenvects um die Eigenwer-
te und Eigenvektoren zu berechnen. eigenvects gibt dabei jeweils den Eigenwert, seine
algebraische Vielfachheit und den Eigenvektor zuriick.

>>> A = sp.Matrix([[3, -2, 4, -21, [5, 3, -3, -21, [5, -2, 2,
-2], [5, -2, -3, 311)
2 >>> A.eigenvals ()
{3: 1, -2: 1, 5: 2}
4 >>> A.eigenvects ()
[(-2, 1, [Matrix([
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10

12

14

16

18

[ol,

[1],

(11,

[(111)1), (3, 1, [Matrix ([
(11,

(11,

(11,

[(111)1), (5, 2, [Matrix([
[1],

(11,

[1],

[0]1]1), Matrix ([

[ 0],

[-11,

[ 0],

[ 111)D)]

Alternativ kann man sich auch das charakteristische Polynom mit charpoly ausgeben
lassen, dieses mit fact faktorisieren und daraus die Eigenwerte ablesen.

>>> lamda=sp.symbols ( )

>>> p=A.charpoly(lamda)

>>> p

PurePoly (lambda#**4 - 11xlambda**3 + 29*xlambda**2 + 35xlambda
- 150, lambda, domain= )

>>> sp.factor(p)
(lambda - 5) **2%(lambda - 3)*(lambda + 2)

Auch fiir die Diagonalisierung einer Matrix gibt es eine Methode:

>>> P,D=A.diagonalize ()

>>> P

Matrix ([

(o, 1, 1, o7,
(1, 1, 1, -11,
(¢, 1, 1, o1,
(1, 1, 0o, 111D
>>> D
Matrix ([

[-2, 0, 0, O],
( o, 3, 0, 0],
[ 0, 0, 5, 0],

[ 0, 0, O, 511)
>>> P*xD*P.inv ()
Matrix ([

[3, -2, 4, -21,
[5, 3, -3, -2],
[5, -2, 2, -21,
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5, -2, -3, 31D

In numpy gibt es die Funktionen 1inalg.eigvals und linalg.eig. Erstere liefert nur
die Eigenwerte, letztere auch die Eigenvektoren zuriick.

>>> A = np.array([[3, -2, 4, -2], [5, 3, -3, -2], [6, -2, 2,
-2], [5, -2, -3, 3]11)
>>> np.linalg.eigvals (A)
array([ 3., -2., 5., 5.]1)
>>> np.linalg.eig(A)
(array([ 3., -2., 5., 5.1), array([[ 5.00000000e-01,
0.00000000e+00, -5.77350269e-01,
-6.07237672e-011,
[ 5.00000000e-01, -5.77350269e-01, -6.17589503e-16,
-5.01300427e-011,
[ 5.00000000e-01, -5.77350269e-01, -5.77350269e-01,
-6.07237672e-011,
[ 5.00000000e-01, -5.77350269e-01, -5.77350269e-01,
-1.05937245e-0111))

Die Funktionen von numpy sind wesentlich schneller und lassen auch die Eigenwertbe-
rechnung fiir grofle Matrizen (mehrere tausend Eintréige) in akzeptabler Zeit zu.

Zum Beispiel erzeugt das folgende Programm eine 2000 x 2000 Matrix mit Zufallszahlen
und berechnet die Eigenwerte in wenigen Sekunden:

A=np.random.rand (2000,2000)
np.linalg.eigvals (A)



Teil 1l.
Analysis von Funktionen in mehreren
Variablen

10. Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen

10.1. Motivation

In realen Anwendungen treten hiufig Funktionen auf, die von mehreren Variablen abhéingen.

Beispiel 10.1
e Temperaturverteilung 7'(z,y, z) in einem dreidimensionalen Korper (z.B. Motor) oder
falls zeitabhéngig T'(x,y, 2, t)

e Energie eines bewegten Korpers

1 1 1
E = Eyin+Epor = §-m-v2+m-g~h = 5-m-||v||2+m-g-h = g-m'<v,v>+m-g-h = E(v,h)

Anmerkung 10.2
e Funktionen mehrerer Variablen sind Abbildungen der Form f : D — R™ mit D C R".
Wir werden uns fiir’s erste auf m = 1 beschrinken.

I
o Fiir f : schreiben wir der Einfachheit halber f(x1,...,x,).

Wiederholung: Bei der Analyse von Funktionen einer Variablen haben wir die Begriffe der
Stetigkeit und Differenzierbarkeit eingefiithrt. Diese waren wie folgt definiert:

Stetigkeit

o f: I — R ist stetig in £ € I, wenn zu jeden ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle
x €I mit |z — & <6 gilt: |[f(x) — f(&)] <e

e f(x) ist stetig, wenn aus lim xp = £ immer folgt lim f(zy) = f(&)
k—oo k—o0
Differenzierbarkeit

f:I—R, [ICR istdifferenzierbar in x¢ € I, wenn

1. Der Grenzwert

o T@) = F@o) _ o f(wo+h) = flwo)
T T = X0 h—0 h
existiert.
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2. Ja € R und eine Funktion r mit f(xo+h) = f(z¢) +a-h+r(h) mit @ — 0 fir h — 0.

a ist dann die Ableitung von f im Punkt xg.

Wie tibertragen wir diese Definitionen auf Funktionen mehrerer Variablen?

10.2. Grundlegende Begriffe

Zunichst brauchen wir ein Konzept, um die Umgebung eines Punktes zu definieren:

Definition 10.3
Sei x € R™” und § > 0.
Wir nennen die Menge

Us(x) :={y e R" : [[x —y[| < &}

die §-Umgebung von x.
Dies ist eine offene Kugel (der Rand ist nicht enthalten) mit Radius § und Mittelpunkt x.

Damit kénnen wir Gebiete folgendermaflen charakterisieren:

Definition 10.4
Sei D eine Teilmenge des R"

1. Ein Punkt x € D heifit innerer Punkt von D, wenn es eine §-Umgebung von x gibt, die
ganz in D enthalten ist.

2. D heif3t offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

3. Ein Punkt x € R” heifit Randpunkt von D, wenn jede J-Umgebung von x sowohl min-
destens einen Punkt aus D, als auch mindestens einen nicht zu D gehorenden Punkt
enthélt.

Die Menge aller Randpunkte von D heifit Rand von D und wird mit 0D bezeichnet.

4. Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte erhélt.

Beispiel 10.5
Offene Kreisscheibe:

K ={(z,y) : (x —20)* + (y — v0)* < 7°}
Rand

OK = {(z,y) : (x — 20)* + (y — y0)* = r*}
Abgeschlossene Kreisscheibe

KUOK = {(z,y) : (x —20)* + (y — 0)* < r*}
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10.3. Grenzwert und Stetigkeit

Definition 10.6
Sei DCR" f:D—RundaeD

1. f hat in a den Grenzwert A € R
lim f(x) = A,

X—a

wenn es zu jedem € > 0 eine J-Umgebung Us von a gibt, so dass

|f(x) — A <e Vx e DNUs(a)
2. f heif}t in a € D stetig, wenn li_r>n f(x) = f(a)
X—a

3. f heifit auf D stetig, wenn f in allen a € D stetig ist.

10.4. Partielle Ableitung

Definition 10.7

Sei D C R" offen, f : D — R und a = (ay,as,...,a,)7 € D. Existiert die Ableitung der
Hilfsfunktion h; :  — f(ai1,...,ai—1,%,ai41,...,an) bei der alle a; mit j # i konstant ange-
nommen werden, dann nennt man h/(a;) die partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle a
und schreibt

01 (o e
o () = hi(a)

Beispiel 10.8

f(x,y)leO-x2+y4+:c-y

of
of 3

Anmerkung 10.9
Statt %(a) schreibt man auch 9, f(a) oder f,(a)

Definition 10.10

Sei D CR" offen, f: D — R und a € D.

f heiit (stetig) partiell differenzierbar in a, wenn alle partiellen Ableitungen existieren (und
stetig sind).

Man nennt dann

AL (a)
Vi@):=| %" | eR"
2L (a)

den Gradienten von f an der Stelle a. f ist (stetig) partiell differenzierbar, wenn f an jeder
Stelle x € D (stetig) partiell differenzierbar ist.
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10.5. Hohere Ableitungen

Definition 10.11
Eine Funktion f: D — R, D C R" offen heifit zweimal (k-mal) partiell differenzierbar, wenn
alle zweiten partiellen Ableitungen

o (0f % f .
fxlx] aﬂjj (8%) 8.%]81,‘1 a:zzja:z 1 SL)Isn

(alle k-ten Ableitungen fy, 9%) existieren. Sind alle Ableitungen stetig, dann heifit f zweimal
(k-mal) stetig partiell differenzierbar.

Beispiel 10.12

fla,y) =€ + 2usin(y)

% = "2V 4 25in(y)
?}i = 2" 4 22 cos(y)
a(féfy = 22V 4 2 cos(y)
8?;25; = 2e" %Y 4 2 cos(y)
ZZ‘}; = 4TV — 2gsin(y)

Definition 10.13

Wir bezeichnen die Menge aller auf einer offenen Menge D C R™ k-mal stetig partiell differen-
zierbaren Funktionen f : D — R mit ¢*(D,R) und nennen f € €*(D,R) eine €*-Funktion.
Eine ¢°—Funktion ist (nur) stetig.

Satz 10.14
Fiir jede €%— Funktion f: D — R, D CR" offen gilt:

o (0f o (0f .
— ) = — < <
ox; <6$J) 81‘]- (81%) lsij=n

ohne Beweis

Definition 10.15
Fiir eine ¥ —Funktion mit & > 2 heifit die (symmetrische) Matrix aller zweiten Ableitungen

0% f 0% f 0% f

TorOir (x) Ty (x) ... ;- (x)
0% f 0% f o f

Hf (X) = O Oy (X) Ozg Oy (X) T OngOup X
62 : 62 : ‘ 52 :

5 é{q (%) 32 512 (%) . g2 L ~(x)
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die Hesse-Matrix von f im Punkt x.

Beispiel 10.16
Fiir f(z,y) = **% + 2xsiny
ist der Gradient gegeben durch

e t2Y  2siny
Viy) = (26‘“’29 + 2z cosy

und die Hesse-Matrix durch

et +2y 2e72Y 1 2 cos(y)
Hf (37, y) - <2ex+2y +2 Cos(y) 4ex+2y — 2z Sln(y)

10.6. Totale Ableitung

Definition 10.17
Sei D C R"™ offen. Eine Funktion f: D — R heif}t in xo € D total differenzierbar (oder linear
approximierbar), wenn es einen Vektor a € R" gibt, so dass fiir ||x — x¢|| — 0 gilt:

f(x) = f(xo) +a’ - (x —x0) + r(x — xq)

r(x—x0)

mit
[[x—xol|

— 0 fiir ||x — xo|| = 0.

Satz 10.18
Ist f in xo € D total differenzierbar, d.h. f(x) = f(x0) +a- (x —xg) + r(x — xq¢), dann gilt:

1. f ist in xq stetig
2. flbin%%[f(xo +h-v)— f(xo)] =ale-v fir alleveR", v #0
%
3. f ist partiell differenzierbar und a ist eindeutig bestimmt als a =V f

ohne Beweis

Anwendungen:
e Lineare Néherung komplizierter Funktionen
e Nullstellensuche (z.B. Gradienten-Verfahren)
e Fehlerabschitzung

Satz 10.19
Jede €*-Funktion f : D — R (D C R" offen) ist auf D (d.h. in allen Punkten von D) total

differenzierbar.

ohne Beweis
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10.7. Lokale Extremwerte

Definition 10.20
1. Eine Menge D C R™ heifit beschréankt, wenn es eine Konstante A > 0 gibt mit ||x|| < A
fiir alle x € D.

2. Eine abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge des R™ nennt man kompakt.

Beispiel 10.21
Die Vollkugel um a mit Radius §

Vs(a):={xeR":||x—a|| <4}
ist kompakt.

Satz 10.22
1. Satz vom Minimum und Mazimum.:
Jede auf einer kompakten Menge D C R"™ stetige Funktion nimmt auf D ein Minimum
und ein Mazimum an, d.h. es gibt a,b € D mit f(b) < f(x) < f(a) VxeD

2. Satz von der gleichmdjSigen Stetigkeit:
Jede auf einer kompakten Menge D C R™ stetige Funktion ist dort gleichmdf$ig stetig,
d.h. zu e >0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle x,y € D gilt

=yl <d=|[f(x) - f¥)ll <e

Anmerkung 10.23
10.22| gilt nur, wenn D kompakt ist, da Extremwerte auf dem Rand (erfordert Abgeschlossen-
heit) oder im Unendlichen (bei fehlender Beschrinktheit) angenommen werden kénnen.

Definition 10.24
Sei f: D — R, D CR" Ein Punkt a € D heifit lokales Maximum (bzw. Minimum) von f,
wenn es eine §—Umgebung Us(a) gibt, so dass fiir alle x € Ug(a) N D gilt:

fx) < fla)  (bzw. f(x) > f(a))
Gelten die Ungleichungen fiir alle x € D, heifit a globales Maximum (bzw. Minimum).

Definition 10.25

Man nennt a € R” einen stationédren (oder kritischen) Punkt einer differenzierbaren Funktion
f, wenn V f(a) = 0.

Ein stationérer Punkt ist entweder eine Extremalstelle oder ein sogenannter Sattelpunkt.

Definition 10.26 (Definitheit)
Sei A € R™", dann heiit eine hermitesche Matrix A (d.h. eine symmetrische Matrix im
Reellen)

positiv definit falls x’ Ax > 0 (alle Eigenwerte sind positiv)
negativ definit falls x” Ax < 0 (alle Eigenwerte sind negativ)

positiv semidefinit falls x” Ax > 0 (alle Eigenwerte sind positiv oder Null)
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negativ semidefinit falls x” Ax < 0 (alle Eigenwerte sind negativ oder Null)
indefinit wenn keiner der anderen Félle zutrifft (es gibt positive und negative Eigenwerte)
fiir alle x € R?, x # 0.

Satz 10.27

D C R” sei offen, f: D — R eine €>— Funktion.
Fir einen stationdren Punkt x € D gilt:

Ist die Hesse-Matriz Hy(x)

1. positiv definit, dann hat f in x ein lokales Minimum.

2. negativ definit, dann hat f in x ein lokales Mazimum.

3. indefinit, dann hat f in x einen Sattelpunkt.

4. semidefinit, dann lisst sich nur mit der Hesse-Matrixz keine Aussage treffen.

Beispiel 10.28
Untersuche

f(z,y) = 23 — 122 + 5y?

auf Extremstellen.
Stationare Punkte:

2 _
V(g = <3x10y12>

f ist stationir, wenn y = 0 und 322 — 12 =0
= an den Stellen (—2,0) und (2,0)
Hesse-Matrix:

Hy(z,y) = (658 100>

am ersten stationdrer Punkt:

H;(2,0) = (102 10())

= beide Eigenwerte \; = 12, Ao = 10 positiv
= Minimum bei (2,0)

am zweiten stationdren Punkt:

H;(=2,0) = (_012 100>

= Eigenwerte \; = —12 und A2 = 10 haben unterschiedliches Vorzeichen
= Sattelpunkt bei (—2,0)
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10.8. Richtungsableitung

Die partiellen Ableitungen geben die Anderung beziiglich der Koordinatenachsen an.
Wie finden wir Ableitungen in andere Richtungen?

Definition 10.29
Existiert fiir eine Funktion f: D — R, D C R" offen und einen Vektor v € R™ an der Stelle
x € R™ der Grenzwert

1

0o f(x) = lim 1 ([ + h-v) — f(x)
—0 h

so nennen wir diesen die Ableitung von f an der Stelle x lings v. Ist ||v|| = 1, dann heifit

Oy f(x) die Richtungsableitung (oder der Anstieg) von f an Stelle x in Richtung v.

Satz 10.30
Sei D C R"™ offen, f auf D total differenzierbar und v € R™ beliebig, v # 0 sowie x € D. Dann
18t

0u1() = (V(x),¥) = V(T v =Y F (%) - ui.

ohne Beweis

Anmerkung 10.31
Sei f: D — R, D CR"eine ¢'-Funktion, v € R?, ||v|| =1 und x € D. Dann ist

Ovf(x) = (Vf(x),v) = IV - [[V][ - cos e = [V f(x)]] - cos

wobei v der Winkel zwischen Vf und v ist.

Oy f(x) ist maximal fiir cosa =1 <= a =0
= Gradient ist die Richtung des steilsten Anstiegs (und —V f die Richtung des steilsten Ab-
stiegs).

Beispiel 10.32
Strafle auf den Zuckerhut in Rio de Janeiro. Hohenprofil gegeben durch h(z,y) = —z%-y?+100.
An der Stelle (=2, —3)7 ist die Richtung der Strafle v = (%, %)T Wie grof} ist die Steigung?

Vh(z,y) = <_2xy2>

—22%y

Sl

=7

S

O (=2, —3) = (36, 24).< ): 36+24 _ 60

10.9. Kurven im R"

Oft ist es notig z.B. Kurven im Raum in Abhéngigkeit von der Zeit zu beschreiben.
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Definition 10.33
Sei I CRund z;: I - R (1 <i<n) eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist

x: I — R" mit x(t) = ) , tel
Tn(t)

eine sogenannte ¢’'— Kurve in Abhiingigkeit vom Parameter t.
Grenzwert, Stetigkeit und Ableitung kénnen leicht komponentenweise definiert werden:

l‘l(t) C1
: . 10 c2 , .
lim x(t) = lim , = .| = limz(t)=¢; (1<i<n)
t—to t—to : : t—to
Zn(t) Cn

x ist auf I stetig, bzw. differenzierbar, wenn alle x; auf I stetig bzw. differenzierbar sind.

Z1(¢)
To(t
1) = hxtt) = Jim Lot + ) - x) = | 2
T (1)

%x(t) heift Tangentialvektor von x an der Stelle t € I.

Definition 10.34
Sei t € [a,b] und x eine €' —Kurve, dann heifit

t
)= [ Ikl ar
a
die Bogenlénge der Kurve.

Anmerkung 10.35 (Anwendung)

Bewegung eines Korper im R"™ (meistens gilt n = 3):
x(t) Position zur Zeit ¢

x(t) Geschwindigkeit des Korpers zur Zeit ¢

X(t) Zur Zeit t auf den Korper wirkende Beschleunigung
s(t) zuriickgelegte Strecke

Beispiel 10.36

Sei x(t) := (cos(t),sin(t))T a<t<b

x()]] = y/cos(¢) + sin?(t) = 1

x(t) liegt auf der Einheitskreislinie C := {(z1,72)T € R? : 22 + 22 = 1}.
Geschwindigkeit:

0= (ot )
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= Tangente an den Kreis
Beschleunigungsvektor:

Lo (—cos(t)) _  fcos(t)) _

X(t) = (—sin(t)) N (sin(t) = —x(t)
= zeigt nach innen zum Mittelpunkt des Kreises
Bahnlénge:

[%()]] = \/sin?(t) + cos?(t) = 1
s(t)—/ ])'c(t)\dt’—/ \df —t—a

Es gilt:
e { < a Pfad entlang des Einheitskreises im Uhrzeigersinn

e t > a Pfad entlang des Einheitskreises gegen den Uhrzeigersinn

10.10. Kettenregel

Kettenregel fiir gewohnliche Funktionen:

Seien I,J C Roffen, f : I - Rund g : J — Rmit g(z) € I Va € J und f und g
differenzierbar.

Dann ist die zusammengesetzte Funktion fog: J — R, (fog)(z) = f(g(z)) differenzierbar
und es gilt:

(fog)(x)=f(g(x))-d(x)

Satz 10.37
Fiir jede €*-Funktion f : D — R, D C R" offen und fiir jedes Kurvenstiick x :Ja,b[— D,
la,b|C R gilt:
&P = (0,20, 2al1)) = Jor (600 10+ o (x(0)) -0
V()T k(1)

Beweis:
Lineare Approximation in Kurvenpunkt xg := x(tp)

F(x(1)) = f(x0) + Vf(x0)" - (x(t) = x0) + r(x(t), x0)
f(X(t)) — f<x0> _ Vf(X )T . (X(t) — XO) + T(X(t)7x0)

= 0
t=1to t—to t—to
— lim r(x(t),%0) _ lim [x(t) = xol|  r(x(t),%0) _ 0
t—=to 1 — 1 t—to t—to ||x(t) — xol|
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Beispiel 10.38 (Polarkoordinaten im R?)

T =Trcosp, Yy=rsing

Sei f eine €?-Funktion auf D € R? und D offen. Transformiere
flz,y): (z,y)eD—R

und die ersten beiden Ableitungen nach

F(r,p) := f(rcose,rsiny)

Wir kiirzen ab f, = %(rcos o, reing), F,. = %—f(r, v), F, = g—i(r, )R

Fiir die ersten Ableitungen erhalten wir:

sin ¢ sin ¢

F. = VfT : <COS SO) = (fmafy) : (COSSO> = frcosp+ fy sin ¢

_ T —rsing _ _ —rsing _ . o B .
F,=Vf (rcosgo) (fos fy) (rcosgp) farsing + fyrcosp = r- (fycosp — fysingp)

und fiir die zweiten Ableitungen:

Fr.=cosp-VfL. (C(.)Sg> —|—sin<p‘nyT- <COS(p>

sin sin ¢

sin

: T
_ (cosp- faztsing fu) (cose
COS @ - foy +sinQ - fyy sin @
= fyu COS> 0 + fyzsinpcos @ + fry cossine + fy,y sin? ¢
= frucOS? @ + fry - 2sin@cos @ + fyy sin? ¢

= fz cos” @+ fay - sin(2p) + fyy sin” ¥

Fw:cosgo‘Vfg-< )—fxsingo—ksingo-Vfg-(

= (coscp'fo—i-singo-ny)T- (COS('O)

—rsinp
T COS

—rsinp

T COS (P >+fycosg0
—rsine
T COS
([ frzcosp+ fypsing T. —rsing
ey Cosp + fyysing 7 COS
=— 7 fopsingcos g+ 1 fu - (cos? o —sin ) + 7 fyysingcosp — fpsing + f,cos

=T- |:; (fyy - fa:a:) SIH(QQO) + fxy COS(2¢):| - f:c Sil’l(p + fy COs 90

:(coscp'sz—l-singo-ny)T-( >—fxsin<p+fycosg0

> — fzsing + fycose
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I ) ' T —rsing
Fop(r, ) = (—rsing -V fy +rcosp-Vfy) (rcosgo

B <—r.fmsingo+r-fyxcoscp>T. <—rsin<p

) —rcosp- fp—rsing- fy,

—1 - foySing + 1 - fy, cosp 7 COS
=r? . fopsin?p —r?. fay - 2cos psinp + r. fuy cos? p — [y COS P — fyrsine
=r2. [fm sin? ¢ — faysin(2¢) + fyy cos? 90] —7r-[fzcosp + fysiny]

> —1r- fzcosp —71- fysing

Alternativer Losungsweg fiir zweite Ableitungen mit Hesse-Matrix H; als Ableitung des Gra-
dienten (zweite Ableitung von f):

T T
T (cos CoS COS fex  fay cos
Frr(r,p) = |Hyp - | . . =1 . : e
sin ¢ sin ¢ sin ¢ Juz oy sin ¢
. T
_ Joz COS @+ foysing\™ (cose
fyaz cos @ + fyysinp sin @
= faa cos® @ + frysingcos @ + frysincos o + fyy sin? ¢
= fuz €S2 @ + fuysin2p + fy, sin? ¢

. T .

_ —rsing cos —sing
Frap(ﬁ‘P)—{H?'(rcosgp>] '<sing0>+va'<COSg0>
—rsinp fre [z cos —sinp
TCOS@) <fyx fyz> ' <singp> e dy) ( cos @ )

<—rfm sin ¢ + r fzy cos go) ' <cos ©
— .

—7 fyz SN @ + 7 fy, cOs @ sin
[~ foasinpcos @ + foy cos® ¢ — fuysin? o + f,, sin pcos @] — fasing + f,cosp

> — fzsing + fycosp

[ fyy fux) sin 2¢ + fay cOS 2@] — fzsingp + fycose
—rsin r —rsin —7 CcoS
- (od)] - (as) e (00
7 COS T COS —rsing

—rsinp T fox [ —rsinp —T COS
<rcosgo> .<fzy fzy>'<rcos<p>+(fm’fy).<—7’sin<p>
— 2

Fop(r, ) =

—7 frzSIN @ + 7 fry cOs @ T_ —rsinp
—7 fya sinap + 7 fyy COS

[fm sin? ¢ — frysingcos ¢ — frysin @ cos ¢ + fy, cos 90] —7r - [fasing + fy cos ¢
=r2. [fmsm gp—fxy81n2cp+fyycos 90] —r- [fesing + f, cos ]

rcosgo) — 71 fzcosp —1- f,singp

Nach Auflésen z.B. nach f, und f, lassen sich auch die partiellen Ableitungen nach z und y
durch die partiellen Ableitungen nach r und ¢ darstellen:

1
foe=F,cosp— —F,sinp
r

1
fy = Frsinp + ;choscp
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10.11. Approximation héherer Ordnung (Taylor-Formel)

Fiir (n 4+ 1)—mal stetig differenzierbare Funktionen reeller Zahlen f: I — R, I C R gilt mit
x, xg € I:

U 0)) ,
@) =3 T o - o 4 (o)
= F
mit dem Restglied
(n+1)
Ry (z) = j;n:_ll()f') - (x — x0)" T fiir ein £ € [xg, 2]

Wir méchten nun auch fiir eine Funktion f(x) mit x € R™ eine besser als lineare Approxi-
mation finden.

Definition 10.39
D C R"” heifit konvex, wenn gilt:

x,yeED=x+t-(y—x)€D Vte]|0,]]

R S-S

X/ D

2

///'
Y,

| ch'm = ‘ ,
D VA D nicht kowtex

Fiithren wir die Hilfsfunktionen ¢(t) := x4+t - v und h(t) := f(g(t)) ein, kénnen wir die
Taylorformel von oben verwenden

n

h(t) =) M -t + R, (t)

|
=0 7

mit R, (t) = h((’::i)(f) A+ fiir £ € [0,1]

H(E) = 7 lo(0) = V1 (9(0))T - S ott)
=Vfx+t-v) v
=(Vf(x+t-v),v)

= H(0) = (VF(x).v)
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W) = 1) = 5 [97 (o(e) V]

= 1] o0)-v]" - Sgt) =

= [H?(X+t-v)-v]T-v:
=vIH;(x+t-v) v
=(v,Hy(x+t-v)-v)

= h"(0) = (v.Hy(x) - v)

Satz 10.40

Sei D C R™ offen und konvex, f € €"T1(D,R) und x € D, dann gilt mit x +v € D:

fxrv) = f0+Y jl!@éf(x) + Ra(x.v)
j=1

mit Ry(x,v) = (nil)!@’}“f(x +&,v) und &, € [0,1].

Insbesondere gilt fiir n = 2

F00) % f0x0) + (¥ F(x0), % — %0} + 5 (x — X0, Hy (x0) - (x — x0))

Beweis:
folgt aus obiger Herleitung mit ¢t = 1 und v = x — Xxg.

O

Wichtig: Wenn (und wirklich nur wenn) die dritte Ableitung von f beschrinkt ist, dann hat
die quadratische Approximation einen Fehler, der mindestens mit ||x — xg||®> gegen Null geht

fiir x — xg.

10.12. Optimierung unter Nebenbedingungen

e Normalfall im Alltag:
— Finde besten Fuflballer, der fiir 2 Millionen Euro verfiigbar ist.
— Baue sparsamsten Motor, der 100’000 km léuft und 10’000 Euro kostet

— Finde Koérper mit Volumen V = V[ und minimaler Oberfliche

e Nebenbedingungen mathematisch:
g(x) =0, xeR"

z.B. Kosten — 2 Millionen Euro =0
Laufleistung - 100°’000km = 0
V-V=0

e Problem:
Finde x € D mit f(x) maximal/minimal unter Bedingung g(x) = 0
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Beispiel 10.41
Schneide aus einem Stamm mit Radius r einen Balken mit rechteckiger Querschnittsfliche mit
Dicke h und Breite b, der maximales Widerstandsmoment hat. Dieses ist

1
W(b,h)zé-b-hQ

Nebenbedingung (Satz des Pythagoras und Satz des Thales)
b* + h* = (2r)?
g(b,h) =b*+h? —4r2 =0

Direkter Losungsansatz: Auflosen der Nebenbedingungen und einsetzen
V+h—4?=0 < h¥=4"-1"

:>W(b):é-(4r2-b—b3)

— == (4r"=3b")=0
o 6 W )
= 3b? = 4r?
4
:>b::|:\/g-r
2
%TVZ = —b negativ = Maximum bei positivem b
2
=>b=—-r

V3

4 2
:>h2:4T2—§T2:4'§T2:§T2

:>h—\/§-7"

Lagrange’sches Multiplikatorverfahren

Der Gradient von f(x) muss im Optimum senkrecht auf der Linie (Hyperfliche) g(x) = 0
stehen, auf der die Nebenbedingung erfiillt ist, da sonst f(x) entlang der Linie noch weiter zu-
oder abnimmt.

Satz 10.42

Sei D C R™ offen und g : D — R eine €1 — Funktion, dann definiert g(x) = ¢ = const (c € R)
eine Hyperfliche in D. Der Gradientenvektor Vg steht in jedem Punkt x € D mit g(x) = ¢
senkrecht auf dieser Hyperfliche

Beweis:
Fiir jede parametrisierte Kurve x : I — R"™, I C R auf dieser Hyperfldche gilt: g(x(t)) = c.
Mit Kettenregel:

Vg(x(t)" - x(t) =0

Da %x(t) Tangentialvektor = Behauptung O
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™ h —h —h —h —h
nmouaounw ownou
O =N Qs

aus Meyberg,Vachenauer: Hohere Mathematik 1
Fiir unser Optimierungsproblem heifit das, dass V f(x) und Vg(x) parallel sein miissen.

= Vf(x)=-X-Vg(x), A€R
= Vf(x)+ AVg(x) = 0.

Idee: Definiere Hilfsfunktion h(x, ), x € R™, A € R durch
h(x,A) = f(x) + Ag(x)

A nennt man Langrangeschen Multiplikator.

Setze Vh(x,\) =0

T (x,A)
=0

(%, A)

%(x,)\)
A (x) + - 29 (%)

ox1 o0x1

— of =0

g (%) + A - ()
9(x)
<~ Vf(x)+ X - Vg(x)=0
9(x) =0

An dieser Stelle ist also ein stationdrer Punkt unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
Das geht auch fiir mehrere Nebenbedingungen:

gi(x) =0 (1<i<m)

Die Hilfsfunktion ist dann

R AL Am) = F(X) + D Xigi(x)
=1
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am stationdren Punkt gilt dann
Vi) + ) AiVai(x) =0
i=1

g1(x) =0

gm(x) =0

= n + m Gleichungen fiir n + m Unbekannte

Beispiel 10.43
Hilfsfunktion:

1
f(h,b,/\):6-b~h2+/\-(b2+h2—4r2)
3-b-h+X-2h

Vi=1| #h2+x-2b |[=

o O O

b2 + h? — 42
1

1.Gleichung: = \ = r b
in 2. Gleichung;:
1 2
—h? =2 =0
6 6
= h? = 2b*
in 3. Gleichung:
b? +2b° = 4r?

4
:>b:\/;-'r

Anmerkung 10.44
e Vorteile des Lagrange’schen Multiplikatorverfahrens:

— Funktioniert auch, wenn sich die Nebenbedingung nicht nach einer Variablen auflésen
l&sst.

— Funktioniert genauso fiir viele Nebenbedingungen.

e Die konkreten Werte der \; sind nicht von Interesse. Es ist deshalb von Vorteil, sie gleich
beim Loésen zu eliminieren.
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e Fiir jeden stationdren Punkt muss noch gepriift werden, ob es sich um das gewiinschte
Maximum/Minimum handelt.

10.13. Vektorwertige Funktionen
10.13.1. Differentiation und Jacobi-Matrix

Wir betrachten jetzt Funktionen, bei denen sowohl Argument als auch Ergebnis Vektoren sind.

f:DR™ DCR" xcD

fl(X) fl(acl,xg,...,mn)

£(x) = fzfx) _ f2(l‘1,$2.,...,xn)

fm(x) fm(x1, .1‘2', ceeyTp)

Definition 10.45
Seien f : D — R™, D C R" offen und x,xg € D dann gilt:

1. Der Grenzwert und die partielle Differentation sind komponentenweise definiert:

lim fy(x)

X—X0

lim f5(x)

lim f(x):= | X7
X—X0

A3 )

2]
a;}g (x)

of | 5

0 m.
P (x)

2. f ist genau dann stetig, partiell differenzierbar oder eine 4" —Funktion, wenn sdmtliche
Komponentenfunktionen f; (1 < i < m) stetig, partiell differenzierbar bzw. ¢” —Funktionen

sind.

3. f heifit in x¢ € D total differenzierbar oder linear approximierbar, wenn es eine m X n-
Matrix A und eine —Umgebung Us(x0) = {x € R™ : |[|x —x¢|| < §} von x gibt, so dass
fiir alle x € Us(xo) gilt:

f(x) = f(x0) + A - (x — x0) + r(||x — x0[|)
mit
(Ilx = xol])

. r
lim
x—xo ||x — x|

=0

100



Definition 10.46

Die Matrix
Vfi(x)" o1 ( of
Je(x) = foX) T
vfm.(X)T ?}‘fTT (X) L. %7: (X)

heifit Jacobi-Matrix

Satz 10.47
Seif: D — R™, D CR" eine €' — Abbildung, dann gilt:

1. £ ist fir alle x € D linear approximierbar. Die Matrix A ist eindeutig bestimmt durch
A = J¢(xo)

2. (Schrankensatz): Ist D konvex und ||V fi(x)|| < M € R fir allex € D und 1 <1i < m,
dann gilt ||f(x) — f(x0)|| < M||x — x¢|| Vx,%x0€ D

Beweis:

1. Jede Komponente €'-Funktion = jede Komponente linear approximierbar mit

a= (2 .. M)
= x; = (x0)i + aiT - (x —x0) = (x0); + {a;,x — Xq)
af
= A= :Jf(x())
a,

2. ohne Beweis

Beispiel 10.48
o f:R" - R™, f(x)=A -x, AecR"™ " ist total differenzierbar

Je(x) =A VxeR"

e Polarkoordinaten

T COS (p
x(r, p) = <7“ sin gp)

__[cosp —rsing
Jx(r’@)_<singo rcosgo)

Satz 10.49

Fir x € R", f(x), g(x) € R™, A(x) € R und «o,8 € R gilt, wenn f(x), g(x) und \(x)

€' — Funktionen sind:
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- Jartpg(x) = a-Je(x) + B - Jg(x) (Linearitdt)

Jone(x) = Ax) - Je(x) + £(x) - (VA))T (Produktregel fiir Multiplikation mit skalarer
Funktion)

Jigg) (%) = Jprg(x) = f(x)7 - Jg(x) +g(x)T - Jg(x) (Produktregel fiir Skalarprodukt)

fiirm=3:
Jexg(x) = f(x) x Jg(x) — g(x) x Jg(x) (Produktregel fiir Kreuzprodukt)

dabei ist fir v.e R3, A € R3>*"

V2:G31 —V3-G21 ... V2°G3p — U3 a2, 4 '
vxA=|v3-ay1—vi-a31 ... U3-Qip,—V1-a3, | bzw. (VXA)(Z)IVXA(Z)
V1 -al —U2-a1l ... U1-A2p — U2 Alp

(also spaltenweise definiert)

ohne Beweis

Beispiel 10.50
1. Quasilineare Abbildung: f(x) = A(x) - A -x mit A : D — R, D C R", ¢'-Funktion und

A 6 Ran

Je(x) = Ax) - A+ (A -x)- (VAx)T

2. Konkretes Beispiel fiir quasilineare Abbildung: f(x) = A - % fiir A € R™*" x € R",
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x| # 0
X 1
flx) =A - — = —.
EIRRET
1 1
Je(x)= — -A+A -x - V|—
x| x|
Nebenrechnung;:
o1 _ 1 1.1 . =
Oui Tl — X 2 S T P
J(X):iAﬂ-AX(—L —&>ZLA—LAXXT
f x| [ =)~ [l x]13

A < X XT)
]| x|l x|

J(X)_Ii Loy 1 (ma ;i
TN 1) T P e

1— Z _ri1T2

_ b x| 2
x| | —m=zz o 2
IR ik



V)

1 55% _xx
[x[[2 Ix|[2

N

LA [

Je(x)=—13 0 | I
e 1) \ B -

x)? — 2% — dz120  —2129 + 4||%|| + 423

3||x|? — 322 —3x122

2x||* — 22% — wywa 22110 + [|x[|* — 23

10.13.2. Kettenregel
Satz 10.51
Seien g : D — R™, D C R" offen und f : G — R, G C R™ in xo bzw. g(x0) linear
approximierbar, dann ist f o g in xg auch linear approximierbar und es gilt:

Jtog(x0) = Je(g(%0)) - Jg(x0)
Das heifst die Jacobi-Matriz der verketteten Abbildung ergibt sich als Produkt der Jacobi-Matriz
der duferen Abbildung am Punkt g(x¢) und der Jacobi-Matriz der inneren Abbildung.

Beweis:

f(g(x)) =f(g(x0)) + Je(g(x0)) - (&(x) — ( 0)) +re(llg(x) — g(x0)ll)
=f(g(x0)) + Jr(g(x0)) - [8(x0) + Jg(x0) - (x — x0) + rg(|[x — %0[|) — &(x0)]
+re(llgx0) + Jg - (x = X)+rg(HX—XoH) g(x0)l|)
=f(g(x0)) + Jr(g(x0)) - [Jg(x0) - (x = x0) + rg(|x — xol])]
+re ([ Jg - (x = x0) + g(HX—XoH)H)

Beispiel 10.52 . .
Gegeben seinen die beiden Funktionen x(r, p) = (rcos¢ rsing)’ und f(x) = (21 +z2 @1 —x2) " .

Wir wollen die direkt berechnete Jacobi-Matrix und die mit der Kettenregel berechnete ver-
gleichen:

7 COs (p + 7rsin @
f =
(r:¢) <7’ cos i — rsin gp)

__[cosp+sing  —rsing +rcose
Te(r, @) = <cosgo —singp —rsiny — rcos <p>

To — I 1\ [cosp —rsing) (cosp+sing —rsing+rcosy
fox =11 -1 singp rcosep ) \cosp—sing —rsing —rcosp

10.13.3. Newtonverfahren im R"

Problem: Seif: D — R™ D C R" offen, eine ¢'-Funktion
Gesucht ist xg € R™ mit f(xg) =0
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Idee:
1. Wihle Startwert x(©)
2. Approximiere f(x) in x(© linear.
3. Suche Punkt x() fiir den die lineare Approximation Null ist.

4. Wiederhole und hoffe, dass die Folge x(*) gegen x( konvergiert.

Lineare Approximation:

() ~ £(x) + Te(x?) - (x — x)
Fiir einen Iterationsschritt setze

Ax(D) = x(+D) _ (@) o (1) — (@) 1 Ax(D)
Zu 16sen:

£(x@) + Je(x@) - AxD =0
— Je(x9) . AxD = —£(x@)

= Erfordert Losung eines linearen Gleichungssystems in jedem Iterationsschritt.
Es lasst sich zeigen, dass das Newton-Verfahren quadratisch konvergiert, wenn der Startwert
x(® nahe genug bei xq liegt, d.h es gilt dann:

) x| < € ) — XD mit € € R konstant
oder

1x —xol| < Cq®)  0<g<1
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11. Integration von Funktionen mehrerer Variablen

11.1. Kurvenintegrale

Wir mochten eine Funktion f(x(¢)) mit f : D — R, D C R" entlang des Kurvenstiicks
x : [a,b] = R"™, [a,b] C R integrieren.

Dazu wihlen wir Punkte p; = (z1(&), ..., zn(t:))’, 0 <i < k entlang von x mit py = x(a)
und p; = x(b). Die Lange der Kurve zwischen p;_; und p; approximieren wir durch ||p; —pi—1]|.
Analog zur Integration gewohnlicher Funktionen bilden wir die Summe

D @it wa(t) - 1P — Picall]
i=1
E [ n
=Y (@it walte) - | D () — 2(ti1))?
i=1 j=1
k[ n 2
_ Nt ) zj(ti) — j(ti1)
—; Fx(t:)) - (ti = ti1) ;( Ear—— )

n

Fiir £ — oo mit maxj<g<y, (ti —ti—1) = 0 und ) (¢; — ti—1) = b — a konstant konvergiert die
i=1

Summe gegen

b

Z(Xj(t))thZ/f(X(t))-Ilk(t)lldt

a

Definition 11.1
Sei D C R" offen, x : [a,b] — D ein Kurvenstiick und f : D — R, sowie fox : [a,b] — R
stetig. Dann heiflt

b
[ rasi= [ soxto - [xco) a
das Kurvenintegral von f lings x.

Beispiel 11.2
Bestimme die Masse einer Feder.

Die Dichte der Feder sei p(x) = 22 - 3 + 23
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Parametrisierung der Feder (Form):

cos 2t
x(t) = [ sin2t 0<t<om
1
Qt
—2sin 2t
x(t) = | 2cos2t

1

2

1 1
|x(t)]] = \/4 sin? 2t + 4 cos? 2t + 1= \/4(COS2 2t + sin? 2t) + 1

17 1
=\/—==-VIT
4 2
1
:>ds:§v17dt
2m
1
M:/p(x)ds:/(x%x§+x§)-2\/17dt
X 0
2
1 1
= 5\/ 17/ <0082 2t - sin? 2t + 4752) dt
0
2
1 13"
= —V17 /COSQQt-siHQQtdIH— -
2 4131,
0
Nebenrechnung:
2 .. 92 1 . 2 . .
cos” 2t - sin“ 2t = Zsm 4t wegen 2 - cos « - sin @ = sin 2«
1 1
= —(1 — cos 8t) wegen sin2% = 5(1 — cos )
2w 3
1 1 1 8
M=-V17| = 1-— - —
= 5V 7(8 (1 — cos 8t) dt+4 3
0
1 1 1 S
=-V17| < |t — = sin8t “d
5 (8[ 85111 ]0—0—371')
1 1 2
=_V17 (= -2+ =73
5 (8 T+ 37r )
1 8
:8\/17<7T+37T3>
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Erweiterung auf stiickweise stetig differenzierbare Kurvenstiicke (z.B. Kurven mit Ecken):

Definition 11.3
1. Unter einer Kurve x in D C R"™ verstehen wir eine Folge x1, ..., x; von (stetig differen-
zierbaren) Kurvenstiicken x; : [a;,b;] — D (1 < i < k) mit x;(b;) = xj41(ai41) (1 <i <
kE—1)

2. Fiir eine aus den Kurvenstiicken x1, . . ., X bestehende Kurve ist das Kurvenintegral einer
Funktion f: D — R lings x definiert als

k
x/fds:zglfds

3. Ist die Kurve x geschlossen, schreibt man auch

%fds.

Definition 11.4
1. Eine Funktion f: D — R, D C R" die jedem Punkt x € D im Raum einen Wert f(x)
zuordnet nennt man auch Skalarfeld.

2. Ordnet v : D — R", D C R” jedem Punkt x € D einen Vektor v(x) zu, nennt man v
auch Vektorfeld.

Definition 11.5
Sei D C R™ offen, x : [a,b] — D eine stetig differenzierbare Kurve und v: D — R", D C R"
ein stetiges Vektorfeld. Man nennt

b
/V -ds = /v(x(t)) -x(t)dt
X a
das Kurvenintegral von v lings x.
Anmerkung 11.6

e Im weiteren sei mit dem Produkt x-y zweier Vektoren x,y € R" immer das Skalarprodukt
gemeint.

e Seiy(t) = % der normierte Tangentialvektor. Wegen x(t) = y(¢) - ||%(¢)|| ist dann

[vex®) xdt = [vo)-yio) - [xw) de = [ vex) -yoas

X X X

Es wird also die Tangentialkomponente des Vektorfelds integriert.

e Sowohl fiir skalare Funktionen f, g als auch fiir Vektorfelder u, v gilt mit o, 8 € R

/(af+ﬂg)ds:a/fds+5/gds

X

/(au+ﬁv)-ds:a/u-ds—kﬁ/v'ds

X X
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e Aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts gilt fiir v: D — R", D C R"”

dzy

/v k(t)dt—/vT B dt—/ @+ -+ L
- : ST i

dxn
x x e x

:/(vldxl—i—vgdxg—i—---—i—vndxn):Z/Uidxi
i=1%

X

Beispiel 11.7

Ty
F:/ x—z -ds:/nydx+(x—z)dy+(xyz)dz

X l’yz X
lings der Kurve mit y = 23 (0 <2 <2), 2 =2
t
xt)=|t?] 0<t<?2
2
de = dt, dy=3t>dt, dz=0
2 6 3 7 32 20
F= /t2t3 —2)3t%) dt = |+t 23| == 4+12-16=""
6 4 0 3 3
0
Alternativ
2 t2 . t3 2
20
F:/ t—2 /t5 3t2)d—§

11.2. Potential eines Gradientenfelds

Definition 11.8
Eine Teilmenge 2 C R™ heifit Gebiet, wenn gilt:

1. Q ist offen

2. ) ist zusammenhéngend, d.h. zu je zwei Punkten xg,yg € €2 gibt es eine reguldre Kurve
x : [a,b] = Q mit x(a) = xg, x(b) = yo, die komplett in Q verlduft.

Eine Kurve x ist regulér, wenn [|%(¢)|| #0 V¢ € [a, D]

Definition 11.9

Sei 2 C R™ ein Gebiet. Man nennt ein Vektorfeld v € (2, R") konservativ oder ein Potential-
bzw. ein Gradientenfeld, wenn es eine Funktion f € €1 (2, R) gibt mit v(x) = Vf(x) (Vx € Q).
f heifit dann Stammfunktion und U := —f Potentialfunktion (oder ein Potential) von v.

Beispiel 11.10
e Gewichtskraft p - g und potentielle Energie F,o; = — fx pg - ds
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o Elektrische Feldstirke E und Coulomb-Potential @ = — fx E- ds

Satz 11.11 (1. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Ist v : Q@ — R"™ ein stetiges Gradientenfeld auf dem Gebiet Q C R™ mit Stammfunktion f,
dann gilt fir jede stickweise requlire Kurve x in Q mit Anfang x(a) und Ende x(b)

/ v ds = f(x(b) — f(x(a))

X

Beweis:

[v s [r as- /*’WX@)).W

I
Se—_ o

Satz 11.12
Fiir ein stetiges Vektorfeld v € €°(Q, R™) auf dem Gebiet Q C R™ sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. v ist ein Potentialfeld.

2. Fir alle requldren Kurven x in 0 hdngt fxv - ds nur vom Anfangs- und Endpunkt ab
(Integral ist wegunabhingig).

3. Fiir alle geschlossenen requldren Kurven in 2 gilt:

%v-ds:o

X

ohne Beweis

Definition 11.13

Fin Gebiet €2 C R" heif3t einfach zusammenhéngend, wenn jede geschlossene, doppelpunktfreie
Kurve in © (d.h. eine Kurve ohne Uberschneidungen) stetig auf einen Punkt in £ zusammen-
gezogen werden kann ohne 2 zu verlassen (d.h. 2 hat keine Locher).

Satz 11.14 (2. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)

Ein €' — Vektorfeld v : Q — R™ auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet  C R™ ist
genau dann ein Potentialfeld, wenn die ”Integrabilititsbedingung” Jy(x) = Jy(x)T fir alle
x € Q erfillt ist (d.h. wenn die Jacobi-Matriz von v tberall in  symmetrisch ist).

11.3. Flachen- und Volumenintegral
11.3.1. Flache und Volumen

Zunichst wollen wir in der Lage sein, die Fliche und das Volumen von beliebig geformten
Gebieten zu bestimmen.
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Sei M C R? eine Menge von Punkten in der (x,y)-Ebene. Wir zerlegen die (z,y)-Ebene
durch die Koordinatenlinien z =n-27% und y = n - 27%, (n=0,4£1,£2,...) in Quadrate mit
dem Flicheninhalt 272¢ und erhalten damit eine Folge von Gittern, die um so feiner sind, je
grofBer k wird.

Sei sy (M) der Flacheninhalt der Quadrate, die komplett innerhalb von M liegen und Sy (M)
der Flicheninhalt der Quadrate, die mindestens einen Punkt von M enthalten. Dann gilt:

sp(M) < Sp(M)  sp(M) < sp1(M)  Spy1(M) < Sp(M)
Daher miissen die Grenzwerte
Ai(M) = lim si(M) innerer Fliacheninhalt
k—o0
Ay(M) == lim Sp(M) auflerer Flicheninhalt
k—oo
existieren.

Wenn A, (M) = A;(M) =: A(M), heifit M Riemann-messbar und A(M) heifit der Flicheninhalt
von M.

Satz 11.15
Ein beschrinktes Gebiet Q C R? mit stiickweise regulirem Rand besitzt einen Flicheninhall

A = lim s,(92) = lim Sk(9).
k—o0 k—o00

Fiir Volumina verfihrt man analog unter Einschluss der dritten Koordinatenachse. Satz|[11.15
gilt dann entsprechend bei Gebieten, deren Rand aus stiickweise regulidren Fléichen besteht.

11.3.2. Flachenintegral

Wir méchten nun eine Funktion {iber einen Bereich B integrieren. Fiir eine Funktion f(z,y)
wire B eine Fliche, fiir f(z,y, z) ein Volumen.
Damit so ein Integral existiert miissen Bedingungen an f und B erfiillt sein:

Definition 11.16
Ein Bereich B C R? (B C R3) heifit reguliir, wenn

1. der Rand 0B aus endlich vielen regulidren Kurvenstiicken (stiickweise reguliren Flichen,
siehe Definition [11.32]) besteht.

2. das Innere B\ OB ein nicht leeres beschrinktes Gebiet im R? (R3) ist (d.h. offen und
zusammenhéngend).

3. B abgeschlossen ist, d.h. 0B C B

Sei f: B — R eine auf B stetige und beschrinkte Funktion. Wir zerlegen B durch ein Netz
reguldrer Kurven in n Teilbereiche By, ... B,. Der Durchmesser eines Teilbereichs §(B;) ist
definiert als das Infimum der Durchmesser aller Kreise, die B; vollstdndig iiberdecken. Nach
Satz hat B; einen Flicheninhalt AA;. Wir wihlen fiir jedes B; einen beliebigen Punkt
(xi,yi) € B; (z.B. den Schwerpunkt) und bilden die Riemann-Summe

Zn =Y f(ai,y:) AA;.
i=1
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Unter den gegebenen Voraussetzungen konvergieren die Riemann-Summen Z,, bei Verfeinerung
des Netzes gegen einen Grenzwert, der unabhéngig von der spezifischen Zerlegung ist, falls der
maximale Durchmesser

Omax := max 0(DB;)
1<i<n

gegen Null geht.

Definition 11.17
Der Grenzwert

n

[ rwaa= [ raa = 3 S A4,
B B max =

1
n — oo

wird (wenn er existiert) Doppelintegral oder Gebietsintegral von f iiber B genannt. Das Symbol
dA heifit Flachenelement. In kartesischen Koordinaten setzt man dA = dz dy.

Anmerkung 11.18
e Das Integral iiber 1 liefert den Flicheninhalt von B: Ap = [[ d4
B

e Damit lasst sich ein Mittelwert definieren als

Jp fdA
Il A

e Falls f(z,y) > 0in B (< 0in B) dann entspricht V = [[ fdA (=V) dem Volumen
B

f=

eines Korpers iiber der Fliache B, der jeweils die Hohe f(x,y) hat.

Quelle: Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, Springer
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Definition 11.19
Wir nennen B; C R? einen Normalbereich vom Typ I, wenn es a,b € R und ¢'-Funktionen
g, h : [a,b] = R gibt mit g(z) < h(z) und

By ={(z,y) :a <z <b, g(z) <y < h(x)}
und einen Normalbereich vom Typ 1II, falls
By ={(z,y)  £(y) <@ <r(y), c<y<d}
mit ¢,d € R und ¢! —Funktionen £,7 : [c,d] — R mit £(y) < r(y).

Satz 11.20
1. Fiir jede stetige Funktion f : By — R mit By C R? Normalbereich vom Typ I gilt:

f(z,y)drdy = " f(z,y)dy | dz
g(z)

2. Fiir jede stetige Funktion f : Bo — R mit By C R? Normalbereich vom Typ II gilt:

J] ey - /d T/(y)f(x,y)dfv dy
B2 ¢ \(y)

ohne Beweis

Komplizierte Gebiete zerlegt man in Normalbereiche und summiert die FErgebnisse.

Satz 11.21
Fir B={(z,y):a<x<b, c<y<d} gilt:

//fdAz/b /df@:,y)dy dxz/d /bf<w,y>dx dy
B a c c

Beispiel 11.22

1.
2 3 2 3
//z2y3dxdy:/ /x2-y3dx dy =
0 0 0 0
2 2
3 1 33 3 142
0 0
0 0
2.
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¢ nicht einfach integrierbar

21

1 1
://exzsinydyda::/e cosy T dx
00 0

= (=1+1)dz =0

O\H
®

11.3.3. Volumenintegral

Zerlegt man ein regulidres Volumen B analog zu den Flidchenintegralen in Teilbereiche B; mit
Volumen AVj;, definiert deren maximalen Durchmesser 6.x durch das Infimum des Durch-
messers einer Kugel, die B; vollstdndig enth&lt, und bildet die Riemann-Summen 7, :=
oy f(xi, vi, 2) AV; mit beliebig gewéhlten Punkten (z;,vi,2) € B; fiir eine stetige und be-
schriankte Funktion f : B — R, dann kann man das Volumenintegral wie folgt definieren:

Definition 11.23
Der Grenzwert

n

[ tevaav = [ ravi= tim S fw Ay,
B B m

Omax — 0 =1
n— oo

wird (wenn er existiert) Dreifachintegral (oder Volumenintegral) von f iiber B genannt. Das
Symbol dV heifit Volumenelement. In kartesischen Koordinaten ist dV = dx dydz.

Anmerkung 11.24
o [[JzdV = Vp liefert das Volumen von B

e Wie im Zweidimensionalen lédsst sich ein Gebiet in Normalbereiche aufteilen.
Man erhélt dann, z.B.

// fdxdydz_// (/m xy,z)dz) de dy
_ /ab (/u::) (/g(:)y) f(z,y,2) dz) dy> dz

Satz 11.25
Ist B={(z,y,2) :x0 <x<xz1, yo <y <y1, 20 <z < 21} gilt: Die Integrationsreihenfolge
ist beliebig, 2.B.

I fdxdydz—/ol </yy (/ij(x,y,z)ddz) dy> da
:/ZO (/ < yjlf(x,y,z)dy> dx) de = ..
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Beispiel 11.26

11 1 /1 )

//a: +3?) da:dydz/( 336 + 92 } dy | dz
-1

1-1

1

1
/2+2dd/2+ d
Syy = 3y3y_1z
1

I
/

Anmerkung 11.27
Wenn die Dichte eines Korpers durch die Funktion p(x,y, z) gegeben ist, dann lassen sich die
folgenden Groflien berechnen

o Gesamtmasse
M = ///pdV
B

o k-tes Moment in Richtung i (i = 1,.

)

///”dv My = ///de My = ///ZpdV

e Schwerpunkt: Die Koordinate des Schwerpunkts in Richtung ¢

My My, My,

Trs = y  Ys = M S = M

e geometrischer Schwerpunkt:

:‘}Bé//$dv y_///yd zzle/B//de

Entsprechendes lésst sich im Zweidimensionalen definieren.

11.4. Variablentransformation fiir Integrale

Eine Koordinatentransformation (z.B. von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten)
lasst sich durch eine (in der Regel nichtlineare) Abbildung darstellen.

Satz 11.28
Sei B C R" ein reguldrer Bereich, f: B — R™ stetig und ¢ : U — B, U C R" eine bijektive
€' -Abbildung. Dann gilt

/ £(x) dx = / F(6(y)) - [det I4(y)] dy
B B
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Dabei ist det J»(y) die Determinante der Jacobi-Matriz von ¢ an der Stelle y und dx und dy

stehen fir dz; ... dx, und dy; ... dy,.

Anmerkung 11.29
e Affine Koordinaten (linecare Abbildung):
x = Ay + x¢, A € R™™" mit det A # 0

// f(x)dzy dzo das = // f(Ay +x¢) - | det A| dy; dy2 dys
B U

e Zylinderkoordinaten:

Zylinderkoordinaten eines Punktes P (hier wird ¢ fiir ¢ verwendet)

Quelle: Wiki Commons, CC BY-SA 3.0, von Honina

7 COoS ¢
x=|rsing
z
cos¢p —rsing 0 .
|detJ| = |det | sing rcos¢ O = ‘det<c_os¢ _Tsmﬁf))‘
0 0 1 ~ sing rcos¢

Entwicklung
nach 3. Spalte

= |rcos® ¢ + rsin® | =

/B/f(x)dxddeZ/U/ f(reose,rsing, z) - rdrdedz

¢ Kugelkoordinaten:
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Kugelkoordinaten eines Punktes P (hier wird © fiir ¢) und ¢ fiir ¢ verwendet)
Quelle: Wiki Commons, CC BY-SA 3.0, von Ag2gaeh

rsin Y cos ¢
x = | rsinysin ¢
7 CoS Y

sinty cos¢ rcosycos¢ —rsiniysing
|det J| = |det | sinysing rcosysing rsiniy cos ¢
cos Y —rsiny 0

= r?sin ) cos® 1 cos® ¢ + 2 sin® ¢ sin? ¢ + r? sin 1 cos® 1 sin? ¢ + 2 sin® 1) cos? ¢
=72 [Sim3 P (sin2 & + cos® ¢) + sin ) cos? ¢ (sim2 ¢+ cos? <Z>)]
= r2sin (sin2 ¥ + cos? ¢)

=rsiny

//f(x)d:cdydz:// f(rsin cos ¢, rsint)sin ¢, r cos ) - 2 sinvp dr dip dg
B U

Beispiel 11.30
Axiales Tragheitsmoment der Kugel K mit Radius R und homogener Dichte p = 1 um die
z-Achse:

2r ™ R
I—///x + 92 pd:z:dydz-/// 2 sin? ¢ cos? ¢ + 12 sin? ¢ sin? 90) r?sin e dr dy dg
0
2r
///r sin® cos @ +sin go) drdyd¢ =27 — /s1n31/)d1/1
5 ™ 5
:27T-R5'[;COS3¢—COS¢:|0:2W"R5‘(—;—f—l—;—l-l)
_ 8 5
—157TR
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11.5. Oberflachenintegral
Ziel: Integration einer Funktion iiber eine Oberflache im Raum, z.B. die Erdoberfliche
Definition 11.31

1. Unter einem reguldren Fldchenstiick S verstehen wir das Ergebnis einer Abbildung

x: Q= R x(u,0) = (z1(u,v), z2(u,v), 23(u,v))T mit @ C R? regulir und einer
%! —Funktion x unter den Bedingungen:

a) fiir (u,v), (u/,v") € Q beliebig und (u,v) # (v, ")
= x(u,v) # x(u,v')

b) Seien
92 (u,v) ge(u,v)
xy(u,v) = gz(u,v) und x,(u,v) = gz(u,v)
5 (u,v) a0 (u, v)

die Tangentialvektoren an das durch x definierte Flédchenstiick S, dann muss gelten
Xy (U, V) X Xp(u,v) #0  Y(u,v) € £,
d.h. die Tangentialvektoren sind nicht parallel, da sie sonst keine Fliache aufspannen.

2. Der auf dem Flichenstiick senkrecht stehende Einheitsvektor n ist gegeben durch

1

ni=———
[l X x|

< (Xy X Xy)

3. Durch
v(A ) = x(u,v) + Axu(u, v) + pxy(u, v)
mit A, 4 € R wird die Tangentialebene an S im Punkt x(u,v) aufgespannt.

Definition 11.32

Eine stiickweise regulire Fliache S entsteht durch Vereinigung von k reguléren Fléchenstiicken
S; bei denen gilt

S;iNS; = 08;N0S; (Teilflachen héngen nur an Réndern zusammen)

S ist zusammenhéngend

0dS besteht aus den Réndern, die nur zu einem Flidchenstiick gehoren. Falls 95 leer ist, heifit
S geschlossen

Beispiel 11.33

1. Graph einer zweidimensionalen Funktion
Mit z = h(u,v), h € € (QR)
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Bei kartesischem Koordinatensystem verlaufen die Tangentialvektoren parallel zu den

Koordinatenachsen.
1 0
Xy=101], x,=1| 1
he hy
—hy
Xy X Xy = | —hy
1
z.B. Paraboloidoberfliche
U —2u
X(’U,,’U) = v ) Xy X Xy = | =20
u? 4+ 02 1

2. Zylindermantel mit z-Achse als Zylinderachse und Radius r

7 COS @
x(z,0) = | rsing |, 20 <2<z, 0<¢<2rm
z
0 —rsin¢ 0-0—rcos¢ —rCcos ¢
X; XXp=|0] x| rcos¢ | = 1-(—rsing)—0-0 = | —rsing
1 0 0-(—rsing) —0- (rcos¢) 0

3. Kugeloberfliche um Ursprung mit Radius r

7 sin 1 cos ¢
x(¢,¢) = | rsinysing |, 0<¢p <m, 0<¢ <27
7 COS
r2sin? 1 cos ¢ sin i cos ¢
Xy X X = r2sin®Ysing | = r?sine | sin sin ¢
r2 sin1) cos 1) cos Y

An den Polen ist xy X x4 bei dieser Darstellung gleich 0. Am Meridian ist x nicht
eindeutig, da x(v,0) = x(¢, 2m)
4. Torus (Ringoberfliche) mit Ringradius R und Ringquerschnittsradius r

} 2
\Y
Halber Torus.

Quelle: Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, Springer
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(R4 r-sint) cos ¢
x(t,8) = | (R+7-sng)sing |, 0<¢<2r, 0<¢<2m

7 COS
sin v cos ¢
Xy X Xg =71 (R+7r-sine) | sinysing
cos Y
! S
v tdv D
v 7
o] / =u
Uy Uytdu

Integrationsgebiet € (links) Oberfliche und Integrationselement (rechts).
Quelle: Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, Springer

Definition 11.34
Sei x : 2 — R3, Q C R? eine Parameterdarstellung eines reguléren Flichenstiicks S

1. Ist f ein auf S stetiges Skalarfeld, dann nennt man
//de = //f(m(u,v),y(u,v),z(u,v)) %y (u, v) X %4 (u, v)|| dudo
S Q

das Oberflichenintegral von f iiber S.

2. Ist v ein auf S stetiges Vektorfeld, dann nennt man das Flachenintegral der skalaren
Normalkomponente v - n

//v dO = // v-n)dO = // Xu X X ||xu><xv\|dudv://v.(xuxxv)dudv
HXuXXvH o

den Fluss von v durch S.

3. Die Oberfliche Og ist gegeben durch

0s = [[ a0 = [[ Iu(u.) % xo(u, )] dudo
S Q

4. Das Oberflichenintegral {iber eine stiickweise regulidre Fliche S = |J S; berechnet
1<i<k
man als Summe der Integrale iiber die reguldren Flidchenstiicke:

//de:zk://de
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Beispiel 11.35
1. Torusoberfliche

sin) cos ¢
%y % xg]| = V/r2(R + rsin)? - || | sinesin ¢
cOos 1)
(Einheltskugel)
=r(R+ rsin)
2m 2w

O://T(R+rsin¢)d1/)d¢:
0

2

27
= 277r/(R+rsin¢)d¢ =27r| Ry — rcosy .
0
= 47%rR

2. Axiales Tragheitsmoment der Kugelschale mit Radius R um z-Achse mit homogener

Dichte p = 5

_ 2 2y, M
I—//(x + y*) 47rR2dO

S

2r

_ 4“;%2 .//(RQSiHQQ/Jcoqub—i—R251n21/}sin2qﬁ)-R2sin¢d1/}d¢
7[y
0 0

2

:4”;2//32sin2¢.1%2smzpdwd¢
[y
0 0
:mR2/ sin3 ¢ dap =
2 0
m cos3 T m 1 1
= —R? — = —R¥(—-+1--+1
5 { 3 Cosw]o 5 ( 5t 3+)
2
:ngQ

3. Elektrisches Feld einer Punktladung:

c-Q r 1
E= 11— mit
[[ef? i ~ dmeoe,

(quadratischer Abfall, Richtung bei positiver Ladung nach aufien)
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Integral iiber Kugeloberfliche: n = I%H

JJ @ ao= | G e a0
! .

r?sin dy do = 27e - Q - /smz/zdw—llwc Q
A - Q= Q

0
dmepe, E0Er

OQ‘-\“0 19p

Gilt fiir jede beliebige geschlossene Fliche um Punktladung, da elektrisches Feld Potential-
feld.

11.6. Divergenz und Rotation

Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir den V Operator einfiithren als

0
Ox1
V= :
0
Oxy
Der Gradient von f ist dann einfach der V-Operator angewendet auf f also
of
ox1
Vf= :
of
Oz
Weitere wichtige Vektoroperatoren sind Rotation und Divergenz.
Definition 11.36

Sei v:D — R" D C R" ein ¢'-Vektorfeld. Dann ist die Divergenz divv : D — R definiert
als

divv(x) =V - v(x) = g;i( )—l—...—f-gz:(x):za%:(x)

Definition 11.37
Sei v:D — R3, D C R3 ein ¢'-Vektorfeld. Dann ist die Rotation rot v : D — R3 definiert als

520 — 52(x)

Oxa Ox3

0 i)
rotv(x) =V x v(x) = 8—2(){) 8;?1’ (x)

0 Io)

oz (%) — gab(x)

Definition 11.38
Sei f: D — R, D C R" ein ¢?-Skalarfeld. Dann ist der Laplace-Operator Af : D — R”
definiert als

Af :=div(Vf) =V -Vf = 232f’
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Anmerkung 11.39
e Im Rahmen einer Erhaltungsgleichung lésst sich die Divergenz als Quelldichte eines Vek-
torfeldes interpretieren, wobei Quellen positive und Senken negative Divergenz haben.
Ist die Divergenz iiberall Null, dann ist das Feld quellenfrei.

e Die Rotation eines Vektorfeldes lisst sich als Wirbeldichte eines Vektorfeldes interpretie-
ren. Ist v(x) ein Geschwindigkeitsfeld, dann gibt V x v(x) das doppelte der Winkelge-
schwindigkeit an, mit der sich ein mitschwimmender Koérper am Ort x dreht.

e Der Laplace-Operator taucht in der Regel dann auf, wenn die Divergenz eines Gradien-
tenfeldes berechnet wird.

Satz 11.40
Seien f: D — R, D CR3 ein €>-Skalarfeld und v : D — R ein € - Vektorfeld. Fiir Divergenz
und Rotation gilt dann:

e 1ot(Vf) =V xVf=0 “Gradientenfeld ist wirbelfrei”
o div(rotv) =V - (Vxv)=0  “Feld der Rotation ist quellfrei”

ohne Beweis

Beispiel 11.41

Die Maxwell’schen Gesetze (Grundlage der klassischen Elektrodynamik) lassen sich als System
von vier sogenannten partiellen Differentialgleichungen formulieren, in denen Divergenz und
Rotation vorkommen:

V- E = 1 “Ladungen sind die Quellen des elekrtischen Feldes”
€0
“Das Feld der magnetischen Flussdichte ist quellenfrei,
V-B=0 . . . ”
es gibt keine magnetischen Monopole.
VX E— _BE “Eine Anderung der magnetischen Flussdichte fiihrt zu einem
ot elektrischen Wirbelfeld”

V x B = uoj + Moﬁoaj “Elektrische Strome und Anderungen des elektrischen Feldes fiihren
Ot  zu einem magnetischen Wirbelfeld”
mit:
E elektrische Feldstéarke
p  Ladungsdichte
€g Permittivitdt des Vakuums
B magnetische Flussdichte
to magnetische Permeabilitét
j elektrische Stromdichte

11.7. Die Integralsatze von Green, Stokes und GauB3

Es gibt drei wichtige Sétze iiber Integrale von Rotation und Divergenz, die insbesondere bei
der Losung partieller Differentialgleichungen von Bedeutung sind.

Zur Motivation des Satzes von Green, integrieren wir ein Vektorfeld entlang der Kanten eines
Rechtecks. Wir teilen das Integral in eine Summe iiber Integrale fiir jede Kante und n&hern das
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Integral iiber eine Kante durch den Werte in der Mitte der Kante mal die Lidnge der Kante.
Den Wert in der Mitte der Kante berechnen wir als lineare N&herung.

4
ygv - ds = Z / v - ds
a8 =1 Kante i
Wert im Mittelpunkt
Tangentialvektor I<antenldnge
Aw? & =~ ~ = A$1
~(v(x) - Jvi2 e |- el - A+ v(x)+ JvTe1 ey Axo
unten rechts
ACCQ Al‘l
+ <V(X) + JVTQQ : (—el) AV V(X) — JvTel . (—62) - Azo
oben links
Ovi v Odu vy
81'1 BIQ afl?3 83)1 6 )
i 4 — Ay vz v | o | e || o Y
mlt (JV . ez) . e] = 81'1 61172 81E3 el e] = 8:)31 e] = 76 ‘
Ovz  Ouvz Qv Ovs €T
Ory Oxy Ox3 Oz;

B 10vy 10vy 190v; 10w
= ( 200 208, 201 2ax1> Az Az

67)2 (91)1
=(==—-——1]A4
<6x1 6902)

Satz 11.42 (Satz von Green)

Sei B ein regulirer Bereich, dessen Rand OB aus endlich vielen geschlossenen, stiickweise
glatten Kurven besteht. Die Parametrisierung sei so, daf$ B stets links zur Durchlaufrichtung
liegt (positiver Umlauf). Sei D C R? eine offene Menge mit B C D, dann gilt

1. fiir zwei €'-Skalarfelder f : D - R und g: D — R

% f da:1 + ng?Q = // —ag — —af d.%'l dxg
al’l 8952
0B B

2. insbesondere gilt fiir jedes ebene €'-Vektorfeld v : D — R?

_ 87)2 81}1
%Vds—\//(axl 8@) dxlde
B

0B
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Flachen mit positiv umlaufenden Rand.
Quelle: Meyberg, Vachenauer, Hohere Mathematik 1, Springer

Beispiel 11.43
Mit v = (0,21)7 bzw. v = (—22,0)7 ergibt sich die Fliche Ap von B als

AB://dmdxz://(l—O) dxldfm:/f‘f‘ldx?
B B

oB

=[] (0—(-1)) deydae = — [ xoday
/ /
1

oB

:2/—x2dx1+$1d$2

0B
Die Fléche ldsst sich also rein durch Integration iiber den Rand bestimmen.

Oberfliichen im R? sind zweiseitig. Wir brauchen deshalb fiir eine Verallgemeinerung des
Satzes von Green eine Definition der Richtung von Fldchen.

Definition 11.44

Eine stiickweise regulire Fliche S = |J S; heifit zweiseitig oder orientierbar, wenn sich die
1<i<k
Oberseite aller Flichenstiicke .S; so wihlen lassen, dass sich der Umlaufsinn iiber die “Kanten”
S; NS, hinweg “stetig fortsetzt”. Die Oberseite wird durch einheitliche Wahl des Vorzeichens
von
o 4 Xu XX
[[3u X Xo|

auf jedem Fléchenstiick S; bestimmt und ist die Seite aus der die Normalen heraus zeigen.

\\\\\\ N ‘

)

[

Zweiseitige Fliachen (links), ein nicht-zweiseitiges bzw. nicht orientierbares Mobius-Band
(rechts).
Quelle: Meyberg, Vachenauer, Hohere Mathematik 1, Springer

Satz 11.45 (Satz von Stokes)
Sei S eine zweiseitige, stiickweise requldre Fliche mit iberschneidungsfreier und geschlossener
Randkurve 0S, die so durchlaufen wird, dass S “links” liegt und der Umlaufsinn zusammen mit

der Normalenrichtung n von S eine Rechtsschraubung ergibt. Ferner sei U C R3 eine offene
Menge die S enthdlt. Dann gilt fiir alle €'-Vektorfelder v : U — R?

§£v-ds:l/rotv-ndO:{/(va)-ndO

oS
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Illustration des Satz von Stokes.
Quelle: Meyberg, Vachenauer, Hohere Mathematik 1, Springer

Anmerkung 11.46

Bei einer Rechtsschraubung liegt die Flidche immer links von der Umlaufrichtung, wenn die Nor-
male nach oben zeigt. Dies entspricht der sogenannten Rechte-Hand-Regel (Wenn der Daumen
in Richtung der Normale weist, zeigen die Finger in Drehrichtung).

Das Linienintegral ist die Netto-Komponente der Tangentialkomponente von v entlang einer
geschlossenen Kurve und quantifiziert daher die Wirbelstéarke. Bei positivem Integral ergibt
die Drehrichtung des Wirbels mit der Normalenrichtung auch eine Rechtsschraubung.

Beachte: Das Ergebnis des Linienintegrals ist vollig unabhéingig von der Form der Fliche,
solange der Rand der Flache gleich bleibt.

Beispiel 11.47
Gegeben sei die Paraboloidfliche

z:4—x2—y2, 0<z<4, e,-n>0
und das Vektorfeld

y
v(z,y,2) = | w2

y? — 22

Berechne das Integral iiber die Paraboloidfliche von V x v:

// V x vdO Satz von Stokes / v . ds
F OF
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Die Randkurve ist gegeben durch x = (2cost,2sint,0)7, 0 <t < 2.

2sint

27 21
/ V~ds:/ )'((t)-vdt:/ (—2sint 2cost 0)- 0 dt
oF 0 0 4 (sin2 t — cos? t)
2T
:/ —4sin?tdt
0

Nebenrechnung;:

/Sin2tdt:tsith—/t-2sintcostdt:tsin2t—/tsin2tdt

1 1
:tsin2t—t<—2(:os2t> —2/0052tdt

1 1
=t- [sin2t+2 (1—2sin2t)] — Zsith—i-C

| =+

sin 2t + C

=

27
= —A4r
0

— DN

- [— 9t + sin(2t)

Zur Motivation des Gau’schen Satzes bilanzieren wir Normalenfliisse iiber die Seiten eines
Quader. Wir summieren die Integrale iiber die Seitenflichen und n&hern das Integral fiir eine
Seite durch das Produkt aus dem Wert im Mittelpunkt der Seite mit der Flache. Den Wert im
Mittelpunkt der Seite ndhern wir linear ausgehend vom Mittelpunkt des Quaders x.

Bilanzierungsvolumen zur Ableitung der Divergenz.
Quelle: Meyberg, Vachenauer, Hohere Mathematik 1, Springer
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J| venaa

Seite 1

//v~dO:Zzz;

Wert im Flachenmittelpunkt

A Normalenvektor Seitenfliche
i~ (V(X) +Jv21e1> . el - AzoAxs
rechts
Az
+ <V(X) — Jv21€1> . (—el) - Axg Axs
links
Az Ax
+ <V(X) + JV22€2> ceg - A.r1AZL‘3 + <V(X) — JV22€2> . (—eg) . AI1Ax3
hinten vorne g
A A
+ (v(x) + Jvzxgeg) -es - Az1Azg + (v(x) — Jvzx?’eg) - (—e3) - Az Axy
oben unten
gl 2 T3 i Ov:
mit (Jy -€;) -e; = Qug vz duy | o | g — ‘%2_ Lo = ¢
oxr1 0o ox3 ox;
1 81)1 1 81}1 1 8112 1 81)2 1 8?./3 1 8’03
= (- oo S0, 290 SO SO0 ) Agy Aws Au
<2 8951 + 2 8371 2 81’2 2 a:EQ 2 63:3 2 8133 1T
avl avg 8113
=(=—+— Ax1 Axo A
(8351 + D2y + pp r1Ax9AT3
=(V.v) AV

Satz 11.48 (Satz von Gaufl)

Sei Q@ C R™ eine kompakte Menge mit abschnittsweise glattem Rand 0. Der Rand sei orien-
tiert, wobei n die aus ) nach auflen weisende Einheitsnormale ist. Sei v : U — R" auf einer
offenen Menge U € R™ mit Q C U ein €*-Vektorfeld. Dann gilt

/Q/V'vdV:#(v~n) do

[2/9]

Der “Gesamtfluss” durch alle Seiten eines geschlossenen Volumens entspricht der Summe
der Quellen (oder bei negativem Vorzeichen Senken) in dem Volumen.

Beispiel 11.49
o Aus Maxwell’schen Gesetzen:

v.E="
€0

Bilde Oberflachenintegral der Normalenkomponente des Feldes iiber eine beliebige ge-
schlossene Fliche 012, die ein Gebiet 2 umschlief3t:

E/!E-ndO:/Q//V-EdV:/Q/ !;dV:EIO/Q//pdV
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Das Integral der elektrischen Feldstéirke iiber eine geschlossene Flidche entspricht also
immer der eingeschlossenen Gesamtladung.

Entsprechend erhélt man durch Integration iiber das entsprechende Gesetz fiir die ma-
gnetische Flussdichte:

//B-ndO:// V-BdV =0
o0 Q

e Energieerhaltung bei der Warmeleitung

8 (C,T)

5 =~V (-AVT)

mit C, volumetrische Warmekapazitdt, A Warmeleitfihigkeit.
Dies ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung.

Integration {iber ein Gebiet €2 liefert:
// 8(g:T) dV = // V- (AVT) dV = ///\VT-ndO
Q Q oN

11.8. Partielle Differentialgleichungen

Definition 11.50

Eine Gleichung zur Bestimmung einer Funktion v : Q — R,  C R", u € ¥ in der neben der
Funktion u(x) und Ausdriicken in x auch partielle Ableitungen von u bis zur m-ten Ordnung
vorkommen, heifit partielle Differentialgleichung (PDGL oder PDE) m-ter Ordnung. Allgemein
kann man diese in der Form

oM 0" 0"u oy
ey ey ——— e = Q (111
(5700 G 00 G (9 G ()] =0 Ve (10

schreiben.

FEine m-mal partiell differenzierbare Funktion u : Q@ — R, @ C R™ heiffit Losung der PDGL,
wenn sie die PDGL in allen Punkten x € D erfiillt. Zur eindeutigen Festlegung von u sind noch
szusitzliche Bedingungen® erforderlich, sogenannte Randbedingungen (bei Randbedingungen
in der Zeit spricht man von Anfangsbedingungen).

Lasst sich die PDGL als Linearkombination partieller Ableitungen schreiben, bei der die
Koeffizienten vor den partiellen Ableitungen nicht von u abhingen, sprechen wir von einer
linearen partiellen Differentialgleichung.

Ist u eine vektorwertige Funktion bei der eine partielle Differentialgleichung fiir jede Kom-
ponente des Vektors angegeben ist, dann sprechen wir von einem System partieller Differenti-
algleichungen.
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Beispiel 11.51
1. Fiir Raumdimension n = 2 und Ordnung m = 2 lautet die allgemeine lineare PDGL:

0% 0%u 0%u
i 2 - - i
a(z,y) 92 (z,y) + 2b(x,y) 920y (z,y) + c(z,y) a5 (z,y)

Hauptteil
ou ou .
(11.2)

Die ersten drei Terme stellen den sog. ,,Hauptteil“ der Gleichung dar.

2. Die Maxwell’schen Gesetze bilden ein System von vier gekoppelten partiellen Differenti-
algleichungen.

Die Losung von partiellen Differentialgleichungen erfolgt meist numerisch. Naheres hierzu in
Ingenieurmathematik IV.
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