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1 Einfiihrung

Organisatorisches

Ubungen

e Grofie Ubung (Dr. Franz Hanauska)
— Dienstags, 13-15 Uhr, Grofler Horsaal Physik (IEPT)

— Beginn: 1. November

e Tutorien
— Beginn: 31. Oktober
— Anmeldung iiber Stud.IP ab heute, 24.10. um 13 Uhr

— Abgabe der Losungen der Ubungsblitter in Gruppen von bis zu zwei Studenten
jeweils Montag zu Beginn der Vorlesung, fiir die Studenten in den Tutorien am
Montag von 8-10 Uhr direkt beim Tutor.

— Korrektur einer Aufgabe pro Ubungsblatt (wird erst nach der Abgabe festgelegt).

— Riickgabe in den Tutorien

Ubungen

e Verpflichtende Hausiibungen

— Betrifft: Studierende der Studiengénge Verfahrenstechnik, Maschinenbau, Energie
und Rohstoffe sowie Energietechnologien

— Zum Bestehen der Hausiibungen sind 40 % der erreichbaren Punkte iiber alle kor-
rigierten Aufgaben notwendig.
e Bonussystem
— Betrifft: Studierende aller Fécher

— Ein Bonus fiir die Klausur kann erzielt werden, wenn 60 % der erreichbaren Punkte
iiber alle korrigierten Aufgaben erreicht werden.

— Sind die Voraussetzungen des Bonus erreicht, werden Punkte in der Klausur gutge-
schrieben, die einer Notenstufe (z.B. von 1,7 auf 1,3) entsprechen.

— Der Bonus wird nach allgemeiner Priifungsordnung nur angewendet, wenn die Klau-
sur auch ohne Bonus erreicht worden wére.

— Ist die Klausur nur sehr knapp bestanden, reichen die Bonuspunkte manchmal nicht
zum Erreichen der 3,7.

Klausur

e Samstag, 11. Februar 2017

e Eine Beispielklausur wird rechtzeitig verteilt und in der grofien Ubung besprochen.



e Erlaubte Hilfsmittel: 1 eigenhéndig beschriebenes (nicht kopiertes) DIN A4 Blatt. Vorder-
und Riickseite diirfen verwendet werden.

e Taschenrechner ist nicht erlaubt und auch nicht nétig

Um die Ubungen sinnvoll durchfiihren zu kénnen wird abweichend von den allgemeinen
Regelungen der Allgemeinen Priifungsordnung dieses Jahr ausnahmsweise fir die
Ingenieurmathematik I eine verkiirzte Anmeldefrist eingerdumt. Die Anmeldefrist im

Online-Studienportal wird dabei auf Montag, 06.Februar 2017, 24 Uhr gesetzt. Eine
Nachmeldung ist NICHT mdglich!

Vorlesungsmitschrift

e Version aus dem WS 2014/15 bereits im StudIP
e wird wihrend der Vorlesung erginzt
e enthilt den Tafelanschrieb

e upgedatete Version ebenfalls erhéltlich {iber Stud.IP

Literatur
o Wikipedia

e Wilhelm Merz, Peter Knabner: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler -
Lineare Algebra und Analysis in R, Springer Spektrum

e Tilo Arens, Frank Hettlich, Christian Karpfinger, Ulrich Kockelkorn, Klaus Lichtenegger,
Hellmuth Stachel: Mathematik, Springer Spektrum

e Lothar Papula: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 1, Vieweg +
Teubner

e Begriindet von I.N. Bronstein und K.A. Semendjaew, weitergefiihrt von G. Grosche, V.
Ziegler und D. Ziegler Herausgegeben von E. Zeidler: Springer-Taschenbuch der Mathe-
matik, Springer Fachmedien Wiesbaden

e Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1: Differential- und Integralrechnung, Vektor-
und Matrizenrechnung, Springer

e Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 2: Differentialgleichungen, Funktionentheorie,
Fourier-Analysis, Variationsrechnung, Springer

blaue Farbe: Erhéltlich als Ebook in der Uni-Bibliothek



Programmierung mit Python

e Die Anwendung von Mathematik ist heute hiufig mit der Anwendung oder Erstellung
von Computerprogrammen verbunden

e Das Erlernen grundlegender Programmierfihigkeiten ist fiir die Anwendung vieler ma-
thematischer Algorithmen unerlésslich

e Wir werden im Rahmen der Vorlesung Python einsetzen

e Dafiir reichen maximal 3 Minuten pro Vorlesung vollig aus

e Python ermoglicht Thnen teilweise auch die Ergebnisse Ihrer Hausiibungen zu iiberpriifen
e Wir verwenden als Umgebung Pyzo

e Die Installationsanleitung fiir Pyzo unter Windows, Linux und OS X finden Sie unter

http://www.pyzo.org/start.html

Studentenbeteiligung
Zur Vorlesung

e Riickmeldeblatt in jeder Vorlesung, nur zwei Fragen:
— Was ist das Wichtigste, das Sie heute gelernt haben?
— Was haben Sie am wenigsten verstanden?

Kann gerne fiir weitere Anmerkungen genutzt werden.
e Riickmeldung iiber Tutoren
e Mail an mich: olaf.ippisch@tu-clausthal.de
Zu den Ubungen
e Riickmeldung iiber Tutoren

e Mail an Herrn Dr. Hanauska: franz.hanauska@tu-clausthal.de

1.1 Was ist Mathematik?
Rechentechnik
e Multiplikation
127-93 = 11811

e Differentiation

e Integration

10
/ etdr = [ex](l]o = ¢! — % ~ 22025.46
0


http://www.pyzo.org/start.html

Denkweise

Behandelte Fragen:
e Ist eine Aufgabe losbar?
e Gibt es nur eine einzige Losung, ist die Losung also eindeutig?

e Welche Voraussetzungen sind notwendig, um bestimmte Aussagen zu treffen oder be-
stimmte Algorithmen anzuwenden?

e Fiir welche Zahlenmenge ist eine Operation anwendbar?

Dabei verwendete Technik:
e Annahmen (Axiome)
e Daraus folgende Aussage (Satz)

e Nachweis der Korrektheit oder Falschheit der Aussage (Beweis)

Von der Mathematik kann man lernen Dinge logisch schliissig darzulegen. Das ist auch im
Berufsalltag notwendig, z.B. beim Verfassen von Patentschriften.

Sprache

Um Aussagen und Voraussetzungen kompakt formulieren zu kénnen, fithrt die Mathematik
eine eigene Sprache mit genau definierten Begriffen ein, die nicht notwendiger Weise mit der
Umgangssprache iibereinstimmen, z.B.

e Korper e Konvergenz

e Vektor o Stetigkeit

e Vektorraum e Differenzierbarkeit
e Reelle Zahl e Gebiet

Diese Begriffe bauen aufeinander auf, so dass immer komplexere Sachverhalte mit wenigen
Worten eindeutig ausgedriickt werden koénnen.

Zur Bearbeitung etwas anspruchsvollerer Probleme im Ingenieursalltag sind Grundkenntnisse
dieser Sprache notwendig.

Wie viele andere Dinge...

Sport



Quelle: Keith Allison - Tiger Woods (CC-BY 2.0)

Handwerk

Quelle: US Farm Security Administration auf WikiCommons

Schach

Quelle: WikiCommons

3

Musik i

Quelle: WikiCommons



..lasst sich Mathematik nicht aus Biichern lernen.

= Nur Ubung macht den Meister (Profi, Lehrling, Gesellen ... )

Eine hiufige Frage ist:
Was haben die Aufgaben, die wir in dieser Vorlesung rechnen miissen mit meinem Stu-
dium zu tun. Das brauch ich in dieser Form doch gar nicht.

Das ist richtig, aber:

Auch ein FuBballprofi kann nicht immer nur spielen...

Quelle: Danilo Borges/copa2014.gov.br Lizenz Creative Commons Atribui¢ao 3.0 Brasil (Own work) (CC BY-SA 3.0), via Wikimedia
Commons



... sondern muss gezielt Muskeln aufbauen

Quelle: "http://www.localfitness.com.au” (CC BY-SA 3.0), via Wikimedia Commons

1.2 Anwendungsbeispiele

Crash-Simulation

Quelle: WikiCommons

Mechanische Belastung eine Kolbens

ER—— BT~ o WEEnC
REE (== olmaltsERrz & 8

Quelle: Bal 79 auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)

Supernova



Quelle: Blondin and Mezzacappa, Oak Ridge National Laboratory

Magnetfeld einer Spule

Quelle: Svjo auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)

Wirmeverteilung auf einem Bauteil

Quelle: User Al auf WikiCommons (CC-BY-SA-3.0)

Statik einer Briicke

Quelle: InfoGraph



Chemische Reaktionen

Kinetisch

2A — AQ
Ay +B+C — A3BC
AQBC+D — E

Gleichgewicht

CO2 +2 H,O = H301 + HCO3
HCO; +Hy0 = CO3 +H;0T

Quantenchemie

Quelle: AG Kaué‘[‘), Institut fiir Cl;emie, TU Berlin
1.3 Inhalt der Ingenieurmathematik Vorlesungen
Ingenieurmathematik |

o Reelle Zahlen
e Komplexe Zahlen

e Konvergenz von Folgen und Reihen

Funktionen, Stetigkeit

Differentiation

Integration

e Differentialgleichungen

Ingenieurmathematik 11
Lineare Algebra

e Losung linearer Gleichungssysteme
e Inversion von Matrizen

e Lineare Abbildungen



e Vektorraume

e Eigenwerte und Eigenvektoren

Funktionen mehrere Variablen

e Ableitungen mehrdimensionaler Funktionen
e Integration im Mehrdimensionalen
e Integralsétze von Gauf, Stokes und Green

e Partielle Differentialgleichungen

Ingenieurmathematik 11l und IV

10

Computer (1949)

—

Quelle: Dryden Flight Research Center Photo Collection, NACA (NASA)

Supercomputer (2012)
- £ .

-

Quelle: Jiilich Supercomputing Center (JSC)

Ingenieurmathematik ITI

e Fliefkommazahlen

e Interpolation und Extrapolation

e Numerische Differentiation und Integration
e Diskrete Fouriertransformation

e Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme

Ingenieurmathematik IV

e Numerische Losung gewoOhnlicher Differentialgleichungen

e Numerische Losung partieller Differentialgleichungen



2 Die reellen Zahlen

2.1 Wichtige Symbole

2.1.1 Logische Verkniipfungen

A= B Aus der Aussage A auf der linken Seite des Zeichens folgt die Aussage
B auf der rechten Seite (aber nicht andersherum)

—= Die Aussagen auf beiden Seiten des Zeichens sind dquivalent, es gilt also
sowohl A = B als auch B= A

AV B  Ist wahr, wenn Aussage A oder Aussage B (oder beide) wahr sind.

AANB Ist wahr, wenn Aussage A und Aussage B wahr sind.

Beispiel 2.1
r=2Vz=4=x<5
0<z<4Azxgerade < x =2

2.1.2 Quantoren

dx  Es gibt ein  mit der Eigenschaft ...
A2  Es gibt kein = mit der Eigenschaft ...
Ve Fiir alle z gilt ...

Beispiel 2.2
d natiirliche Zahl z mit x gerade

A natiirliche Zahl z mit 2z = x
vz € {0,1,2,3} gilt 22 € {0,1,4,9}

2.1.3 Mengen
xeD z ist Element der Menge D
x ¢ D x ist nicht Element der Menge D
BC(C < zeB=zxec(C B ist Untermenge von C' (oder gleich C')

BCC < (xeB=x€(C)N(FzxeC:x¢ B) B isteine echte Untermenge von C, d.h. es gibt
Elemente von C, die nicht Elemente von B sind
BNC={z:ze€ BNz e(C} Schnittmenge von B und C
BuC={z:xe€BVvze(C} Vereinigungsmenge von B und C
2.2 Zahlenmengen
Natiirliche Zahlen:
N:={1,2,3,...}
No:={0,1,2,3,...}

Natiirliche Zahlen sind abgeschlossenE] beziiglich der Operationen + und - :

a,beN=(a+b) eNA(a-b) €N

'd.h. wenn man diese Operationen auf zwei natiirliche Zahlen anwendet, dann ist das Ergebnis wieder eine
natiirliche Zahl

11



aber:
a — b ist nicht notwendigerweise in N, z.B.

1-6=-5¢N
Losung: Ganze Zahlen
zZ=A...,-2,-1,0,1,2,...}
N C Z (Natiirliche Zahlen sind eine Teilmenge der ganzen Zahlen)
a,beZ= (a+b)€ZN(a—b)€ZAN(a-b)EZ

aber: was ist mit a/b (Division)?
zB.23¢ Z
Losung: Rationale Zahlen

Q:{Z:pGZ,qEN}

NcZ cQ, daZ:{zeQ:qzl}

Menge der periodischen Dezimalbriiche, z.B.

% =0,3333...=0,3
1 142857
- =0,142 =
7 0, 142857 999999
61 61 43 61-99+43 6082 3041
6,143 10 +0,043 10 + 990 990 990 495
Damit gilt:

a,beEQ=a+beQNa-beQANa-beQANa/beqQ, fallsb#0

Beachte: Darstellung ist nicht eindeutig, da % = % fiir beliebiges n € N.
3-Minutes Python 1
Rechnen mit rationalen Zahlen:

1 >>> from sympy import *
>>> Rational (3,7)+Rational (2,7)
3 5/7
>>> _+Rational ( )
5 6/7
>>> Rational (1,3) .evalf ()
7 0.333333333333333
>>> Rational (1,3).evalf (20)
9 0.33333333333333333333

Die Klasse Rational erlaubt das Erzeugen von rationalen Zahlen, mit denen anschliefend
ganz normal gerechnet werden kann. Dabei werden Z&hler und Nenner entweder durch
Kommata getrennt oder der Bruch als String iibergeben. Das Zeichen _ steht fiir das

Ergebnis der letzten Zeile. Eine rationale Zahl kann mit Hilfe von .evalf() in einen
Dezimalbruch umgewandelt werden. Ein optionales Argument fiir .evalf gibt die Anzahl

12



auszugebender Stellen an.

Zwei rationale Zahlen konnen beliebig nahe zusammen liegen, da zwischen zwei rationalen
Zahlen stets beliebig viele weitere Zahlen liegen:

b_
a,beQ, a#b, ceN:>(a+Ta)€Q

»,Menge der rationalen Zahlen liegt dicht auf dem Zahlenstrahl“
Trotzdem gibt es Liicken:

Satz 2.3
Es existiert keine rationale Zahl x € Q mit x -z = 2% = 2.

Beweis: Annahme dz = % € Q mit p, q teilerfremd und p, ¢ # 0, so dass

2
x . x P pf
=2

q
=p?=4r? =2¢°> — 2?2 == ¢ gerade <= ¢ gerade

=2 — P2=2q2:>p2 gerade <= p gerade = p = 2r

= pund ¢ nicht teilerfremd, sondern beide durch 2 teilbar. 4 (Widerspruch)

O
= um auch x = /2 darstellen zu kénnen miissen wir Q erweitern und zwar um die nicht
periodischen Dezimalbriiche, die sogenannten ,,irrationalen®“ Zahlen.

Weitere Beispiele:
V3,7, e sind irrationale Zahlen.
Wir erhalten dadurch die reellen Zahlen R

NCZcCcQcCR

Problem:
Es ist unmoglich auch nur eine einzige irrationale Zahl auszuschreiben.
Machen solche Zahlen Sinn? Gibt es sie wirklich? Wie rechnet man mit ihnen?

2.3 Rechenregeln fiir R

Addition
Fiir alle a, b, c € R gilt:

Assoziativgesetz: a+(b+c)=(a+0b)+c (2.1)

Kommutativgesetz:. a+b=b+a (2.2)

Neutrales Element:  Es existiert genau eine Zahl 0 €e R mit a+0=a VaeR (2.3)

Inverses Element: Zu jedem a existiert eine Zahl (—a) € R mit a + (—a) =0 (2.4)
Multiplikation

Fir alle a, b, c € R gilt:

Assoziativgesetz: a-(b-c)=(a-b)-c (2.5)
Kommutativgesetz: a-b=0b-a (2.6)
Neutrales Element:  Es existiert genau eine Zahl 1 e Rmita-1=a VaeR (2.7)

(2.8)

N
)

1 1
Inverses Element: Zu jedem a # 0 existiert ein — € Rmit a-— =1
a a

13



Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c (2.9)

Definition 2.4
Eine Zahlenmenge, die (2.1)) bis (2.9) erfiillt heiit Korper.

Beispiele:
e R und Q sind Korper.
e 7 ist kein Korper, da nicht fiir jede Zahl gilt (kein inverses Element der Multipli-
kation).
Wir werden héufig Summen und Produkte berechnen miissen. Deshalb fithrt man ein:

Definition 2.5
Seien z; € R fiir i = a,a+1,...,b mit a,b € Z

b

Z Ti=Tg+ Tgp1+ ...+ xp_1+ T (Summenzeichen)
i=a

b
H Ti = Tq - Tagl - ... Lh_1 - Tp (Produktzeichen)
1=a

1 € Z ist der sogenannte Index. Der Buchstabe, den man fiir den Index verwendet, ist beliebig,
z.B. gilt

b b
Ye=3a
i=a j=a

Auflerdem gilt mit k € Z beliebig

b b+k
Dm= D Tk
i=a i=a+k

Beispiele:

N
E l=1+1+...41=N (Ne€N)
~—_——
k=1 N-mal

N
[[2=22-...2=2" (NeN)

k=1 N-mal

N

Z ap = an
k=N

N n N
ZaZ:Zai—F Z a; (1<n<N)
=1 =1 i=n—+1

N N N
Z(ai tec-b) = (Zal) +ec (Z b,)
i=1 i=1 i=1

14



2.4 Ordnungsrelationen

Va,b,c € R gilt:

Es gilt nur eine der Beziehungen a < b,a = b,a > b
a<b b<c=a<c

a<b=>a+c<b+c

a<b, c>0=a-c<b-c

Beachte: Das Ungleichheitszeichen dreht sich bei Multiplikation mit einer negativen Zahl um:

a<bc<0=a-c>b-c

Definition 2.6
Sei a <b, a,b € R. Dann heif3t ein Intervall.

[a,b] :={z : a < x < b}

la,b[:= (a,b) :=={z : a <x < b}

la,b] :== (a,b] :={x : a <z < b}

[a,b[:= [a,b) :=={z : a <x < b}
2.5 Betrag

Definition 2.7
Fiir x € R heif3t

2] = T falls z >0
T z fallsxz <0

der Betrag von =x.

Beispiel: [3| =3,|—-3|=3,1]0 =0

Es gilt:
|z -yl = || - |y
x| _ |z
yl oyl

lz| <y <= —y<z<y

Satz 2.8
Ve,y € R gult

|z +y| <|z|+ |y| (Dreiecksungleichung)
llz| — |y|| < |z +y| (umgekehrte Dreiecksungleichung)

abgeschlossen

(2.14)
(2.15)

(2.16)

15



Beweis:

e Dreiecksungleichung;:
|z| >z und |y| >y Va,y €R

E19)
S lrl+ly >z +y > —(al + o) B2 Je+yl < Jel + vl

e Umgekehrte Dreiecksungleichung:

lzl =]z +y—yl < lz+yl+lyl = |z]—[yl < |z +y|

lyl=ly+x—z| < |lz+yl+lz] <= Wyl —|z[|<|z+y] <= (2] —[y]) < |z +y|
= (lz] = ly]) = —|z +y]

(2.16)
= eyl <zl -yl < o +yl B Jla] - lyll < e + 4]

2.6 Vollstiandigkeit der reellen Zahlen

Definition 2.9
Sei M C R (Teilmenge von R) und M # @& (M ist ungleich der Nullmenge bzw. M ist nicht
leer).
u € R heif3t obere Schranke von M falls x <u Vo € M
[l €R  heit untere Schranke von M falls | <z Ve € M
U € R heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von M (U = sup M) falls U obere
Schranke ist und U < wu fiir alle oberen Schranken v von M mit u # U
L € R heifit groBite untere Schranke oder Infimum von M (L = inf M) falls L untere
Schranke ist und L > [ fiir alle unteren Schranken [ von M mit [ # L

Folgerungen 2.10
e Falls ein Supremum oder Infimum von M existiert, heiffit M nach oben oder unten be-
schrankt
Supremum und Infimum sind eindeutig
inf M = —sup(—M), mit —M :={-x €R:x € M}
Falls U =sup M € M <= U heifit Maximum (max M)
Falls L =sup M € M <= L heifit Minimum (min M)

Beispiel 2.11

o M =N
keine obere Schranke, kein Supremum
Untere Schranken, z.B. 0 oder —2
infN=minN=1

o M =]—3,7]
inf M = -3
supM =maxM =7
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Vollsténdigkeitsaxiom:
Jede nichtleere Menge reeller Zahlen, die eine obere Schranke hat, besitzt auch eine kleinste
obere Schranke (2.19)

Oder: Die reelle Achse hat keine Locher.

Beispiel 2.12

Sei M ={x €R:x>0A2? <2}, dann gilt sup M = /2.

Wire x € Q und wiirden wir nach einem Supremum in QQ suchen, wiirde das nicht gelten, da
V2 ¢ Q. Es gibe unendlich viele Werte aus Q, die beliebig nahe an dem ,Loch“ /2 ligen,
aber es gibe keine kleinste obere Schranke.

Definition 2.13 (Reelle Zahlen)

Eine Menge, die die beiden Elemente {0,1} enthilt, mit den Operationen + und - ausge-
stattet ist, und die auflerdem - (Rechenregeln und Ordnungsaxiome) und
(Vollstandigkeitsaxiom) erfiillt, heifit Menge der reellen Zahlen.

R ist ein vollstdndiger, geordneter Korper (Q ist nur ein Kérper bzw. ein geordneter Korper,
falls man die periodischen Dezimalbriiche betrachtet)

Satz 2.14 (Satz des Archimedes)
Fiir jede reelle Zahl x € R existiert eine natirliche Zahl n € N mit x < n.
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3 Komplexe Zahlen

Auch in den reellen Zahlen gibt es keine Losung fiir

2?=—-1 bzw. z?=amita<0, aeR

Diesmal ist eine Erweiterung der Zahlenmenge schwieriger

3.1 Rechnenregeln fiir die komplexen Zahlen C

Wir betrachten Zahlenpaare
R xR :={(a,b) : a,b € R}
und die Operationen

+ :(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, by + b2)
-:(a1,b1) - (az,b2) = (araz — biba, arby + azbq)

Satz 3.1

Die Menge R x R mit den Operationen {+,-} erfillt die Kdrperaziome - mit (0,0)
als neutralem Element der Addition und (1,0) als neutralem Element der Multiplikation und
das Vollstindigkeitsaxiom .

Beweis:
Durch Nachrechnen.

Wir zeigen hier ([2.8)):

Behauptung:

Pl ﬁ ist das inverse Element der Multiplikation zu dem Zahlenpaar (a,b) mit
(a,0) # (0,0)

Beweis:
(a.b) a —b \  [a*—(-b*) —ab+ab
’ a?+02"a?2+02) \ a2+ 7 a2 +b2

- (w(’) =(L.0)

Beispiel 3.2

(1,2) + (1,0) = (2,2)
(1,2)-(1,0)=(1-2-0,1-04+2-1) = (1,2)
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Division: (a, b) wird durch (¢, d) dividiert mittels Multiplikation mit dem inversen Element von
(¢,d)

(3,2):(4,5)=(3,2) - (16125’_16—5;25>

4 ) 12 10 15 8

:(3a2)'(ﬁ>_ﬁ):(ﬁ+ﬁa 414'@)
2T
417 41

Definition 3.3
C =R x R mit den Operationen {+, -} heifit Koérper der komplexen Zahlen.

C ist ein vollsténdiger Korper
Allerdings nicht geordnet, da ungeklért ist, was fiir (a1,b1) und (ag, b2) gilt, falls

(a1>a2/\b1<b2)\/(a1<a2/\b1>b2)

N CZ c Qc R c C, da sich die Zahlen der Untermenge (a,0) mit a € R wie reelle Zahlen
verhalten.

Definition 3.4

Eine komplexe Zahl (a,b) € C hat die alternative Darstellung a + ib.
Dabei gilt i = (0,1) und 4 - i = i? = —1.

C lasst sich daher auch definieren durch C :={a+ib:a,b € R}.

i heifit imagindre Einheit.

Beweis:

a+ib=(a,0)+(0,1)- (b,0) = (a,0)+ (0-b—1-0,0-0+1-b)

= (a,0) + (0,b) = (a,b)
(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-141-0) = (~1,0)

Definition 3.5

Sei z=a+1ib € C, a,b € R. Dann nennen wir
Re(z) = a den Realteil von z.
Im(z) = b den Imaginérteil von z.

Beispiel 3.6
Re(3+2i) =3
Im(3 +2i) =2

Da i? = —1 konnen wir jetzt auch /a fiir a € R,a < 0 losen

Va falls a > 0

‘/a:{ Via[-i fallsa<0
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3.2 Betrag und Konjugierte

Definition 3.7
Sei z =a+ib € C mit a,b € R. Dann heifit Z = a — ib die konjugiert komplexe Zahl oder die
Konjugierte von z.

|z| := vz - Z = Va® + b2 heiBt Betrag von z.

Beispiel:
134+ 2i| =/(3+2i)-(3—-2i))=v9+4=113
13— 2i| =+/(3—2)-(3+2i) =13

Satz 3.8
Fiir zwei komplexe Zahlen z1, 20 € C gelten folgende Rechenregeln:
1
Re(z1) = Re(z1) = 5(21 +7z1) (3.1)
1
Im(z) = —Im(z7) = 27(21 —Z1) (3.2)
—_— o z Z1
(21 E20)=71%7%, (21-22) =71 22, (1> == (3.3)
Z9 Z9
_ 9 zZ1 21 %2
z1-7zZ1=|2">20, —= 3.4
171 = |z = PR PR (3.4)
z z
|21 2] = |2a] < |2l | = = 2] (3.5)
|22]
|21 =0 <= 2=0 (3.6)
(umgekehrte) Dreieckungleichung
|21 + 22| < 21| + |22 (3.7)
|z1] = |22l < |21 + 22 (3.8)
Beweis:

(3.1))-(3.6)) durch Nachrechnen
|D und 1) durch geometrische Uberlegungen
z.B

21 1 2 222 212
—_ = Zl — = = — = 5
29 20 Z3 227 |z2]

3-Minutes Python 2

Rechnen mit komplexen Zahlen wird von Python auch ohne zusétzliche Pakete unterstiitzt.
Als komplexe Einheit wird jedoch j statt ¢ verwendet. Alternativ konnen komplexe Zahlen
auch als complex(2,3) mit durch Komma getrenntem Real- und Imaginérteil angegeben
werden. Den Betrag erhilt man einfach durch abs (eine Funktion, die auch bei reellen
Zahlen den Betrag liefert). Real- und Imaginérteil bekommt man iiber die Methoden .real
und .imag. Die konjugiert komplexe Zahl kann man durch .conjugate() bekommen.
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>>> 1§+3+2]
2 (3+33)
>>> complex(2,3)
4 (2+373)
>>> (3+33j)*(3-335)
6 (18+03)
>>> (3+23)/(3-23)
s (0.38461538461538464+0.9230769230769231j)
>>> abs (3+3j)
10 4.242640687119285
>>> (3+2j) .real
12 3.0
>>> (3+2j) .1imag
u 2.0
>>> (3+2j) .conjugate ()
16 (3-2_‘])

3.3 Komplexe Quadratwurzeln

Wir kénnen nun auch die Wurzel aus negativen reellen Zahlen ziehen, aber was ist die Wurzel
aus einer komplexen Zahl z mit Im(z) # 0, z.B. V/i?

Definition 3.9
Die Losungen z € C der Gleichung 2% = ¢ mit ¢ € C heilen Quadratwurzeln aus c.

Beispiel 3.10

c=5—-12
2= (x4iy) (x+iy)=5—12i
— 22+ 2iyr —y? =2 —y? + 2xyi =5 — 126
> Re(z)=z22-9?>=5 (1)
Im(z) =22y = —12 (2)

(2)=>x= _yﬁ (Annahme y # 0)
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in(1)= =5 -y" =519
= 36—yt = 5y°
— 45,2 -36=0

= —54+ /25 —4-(-36) _ —5 425+ 144
2 2

 —5£V169  —5+13

N 2 2

y12/2 =4, (y? = —9 nicht méglich, da y reell)

=>y1=2, y2=-2
—6 —6
= z={-3+2i,3 —2i}

3

Losungsformel fiir Quadratwurzeln komplexer Zahlen
1 1
zz—a—i—ib(:)z—j:(\/Q( a2+b2+a)+5i\/2(\/a2+b2—a))

" B 1 fallsb>0
IS =Y 21 fallsb <0

Beispiel 3.11
1. Mit den Zahlen von oben:

z=1= (\/; (V25 + 144 +5) —Z\/; (\/25+144—5)>

" <\/;(13 +5)— 7;\/;<13 - 5))

==+ (V9 —iv4) = £(3 — 2i)

2. Die /i ist

z:i<\/;ﬁ+i\/;ﬁ) :i<\2—|—i\}§> :j:\}i(l—i—z')

Anmerkung 3.12
Da i? = —1 gilt:

1 fallsn =4k
n it fallsn=4k+1
) -1 fallsn=4k+2
—i  fallsn=4k+3



3.4 Polardarstellung komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen lassen sich als Pfeil in einem zweidimensionalen kartesischen Koordinaten-
system darstellen (Gaufische Zahlebene).
Beispiel: z=3+2: € C

Y
3/\
Z 2
.
> T
-4 -3 -2 -1 1 y 4
-1
-2
-3
Es gilt dann
Re(z) =r-cosep
Im(z) =7r-siny
r= 7]
p = arg(z)
Falls z # 0 lasst sich ¢ berechnen als
cos 1 (RTT('Z)) falls Im(z) >0

arg(z) =

21 — cos~ ! (er(f)) falls Im(z) <0

Der Winkel ¢ wird dabei in der Regel im Bogenmaf} angegeben:

90° = g 180° = 7, 270° = 37” 360° = 27

Da fiir den Umfang U eines Kreises U = 27r gilt, entspricht der Winkel im Bogenmafl gerade
der Liange des entsprechenden Winkelabschnitts auf einem Einheitskreis. Positive Winkel sind
dabei gegen den Uhrzeigersinn gemessen, negative im Uhrzeigersinn.

Da Sinus und Kosinus periodisch sind, sind zwei komplexe Zahlen mit Radius ri,7ry € Rar
(mit R := {z € R: 2 > 0}) und Winkel ¢1, o2 € R gleich, falls

ri=roNp1—pa=k-2r kel
Multiplikation in der Polardarstellung:

21+ 22 =11 (cospi +isingy) - ro - (cos@a + isin p2)
=ry-ro- [cos (1 COS P + 12 sin 1 - sin g + i - (cos 1 sin g + cos @3 sin 901)] =

71 -T2 - [COS 1 COS Yo — Sin 1 - sin Y + i - (COS 1 Sin Yy + cos Y2 sin 1)]
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Verwende Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus:

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

(3.9)
damit ergibt sich
z1+29 =11 -T2 [cos (p1 + ¢2) +isin(pr + ¢2)] (3.10)
Definition 3.13
Fiir alle ¢ € R schreiben wir
€% 1= cosp + ising
Die Polardarstellung einer komplexen Zahl z € C ist damit
z=r-e¥ mit 7r=|z] ¢p=arg(z)
Wegen der Periodizitét von Sinus und Kosinus gilt:
roe® =r. Pt pey
Satz 3.14
Fir zwei komplexe Zahlen in Polardarstellung zy = r1e¥P, 2o =19e’2 2,29 € C gilt
2129 =7T1°T9" ei(‘Pl‘HPZ) (311)
A _ T eip1—p2) (3.12)
22 T2
2=l ein e (3.13)
_ —i 1
_ P I
ZI=T1-¢€ = i (3.14)
Beweis:
(B11) folgt ans (310)
(13.12)):
ﬂ =2Zz1" l = 7“162301 . 1. =17 l "1 e_i‘pQ = 7;1 . ei(SDl_SOQ)
z9 z9 roet¥2 ) )
(13.13))
317 ,
2121 r2 . et2
21212 = rpefP g e = g i3
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(13.14)):
21 =11 -€%P1 =11 - (cospy 4 isin ;)
Z1 =11 - (cospy — isingy)
wegen  cos(—¢) =cose und sin(—g) = —siny

= 77 =71 - (cos(—p1) +isin(—¢p1)) =71 - e

O
Anmerkung 3.15 (Wichtige Funktionswerte von Sinus und Kosinus)
Winkel
Dezimal 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
Bogenmaf 0 5 T 3 z m 37” 2w
Sinus W0=0 LVi=4 Wa-=1 L3 -1 0 1 0
Kosinus %\/41:1 % 3 %ﬁ: % %ﬁ: % %W:O -1 0 1
Erweiterte Tabelle fiir den Kosinus zwischen § und n:
Winkel
Dezimal 120° 135° 150° 180°
Winkel Bus 3 s T

3 4 6

Kosinus —%ﬁ = —

D=

1 _ 1 1 1 _

Erweiterte Tabelle fiir den Sinus zwischen —% und 0:

Winkel
Dezimal —-30° —45° —60° -90°
Bogenmaf —% - -z -z
Sinus —3V1=—-3 —%\/i:—% —% 3 —3Vd=-1
Beispiel 3.16
2’1:—1—i, 2’2:3i
Tl:lzl‘:\/m:\/i 7“2:‘2’2’:\/§:3
-1 3 )
cosgplzﬁzw,ol:%r—zﬂzzﬂ
0
cos<p2:§:0:>gp2:

SER Y

21:\/567”%71—, 22:3'€i
Z1-22:ﬂ.g,elgﬂz\/ﬁ,:;.ei(%w—%r):3\/5‘6_1%:
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=3V2 [COS (—Z) + ¢sin (—%)} =3V2- <;\f— ;\@z>
=3—-3i

3.5 Komplexe n-te Wurzeln

Satz 3.17
Sei c =re’? #0, n € N. Die Losungen der Gleichung 2" = c € C sind gegeben durch
2 = Y- ew’“mztcpk—@+2k” k=0,1,2,...,n—1

n
Die Lésungen von z" = ¢ # 0 heiflen die n-ten komplexen Wurzeln von ¢ € C. Man bezeich-

net die Menge der zp mit

= e = {20,221, -+ 2n—-1}
Sie bilden ein regelmdfiges n-Eck auf einem Kreis mit Radius /r
Beweis:

; (24 2hT ;
2= (r)" - ek = . @GS = L gilet2hm) —

Beispiel 3.18

es = /1. c(5+55) = ei(?r’“f), k=01
\/% = {6 1 el%}
Komplexe Einheitswurzeln Es gilt:
Y1 = Vel = et GHET) = (%7
Definition 3.19 o
Wir nennen e, := /1 =¢"n k=0,...,n—1 die n-ten Einheitswurzeln.

3-Minutes Python 3

Auch die Transformation in die Polardarstellung wird von Python unterstiitzt. Zur Nut-
zung der entsprechenden Funktionen muss das Modul cmath geladen werden. Der Funkti-
on arg(z) entspricht in Python die Funktion phase(z), der Radius wird wie oben gezeigt
durch abs(z) berechnet. Die Funktion polar(z) liefert Paare (r, ¢) zuriick. Die Funktion
rect (r,phi) wandelt die Polardarstellung wieder zuriick. Auch die Funktionen sqrt(z),
exp(z) und z**y (zur Berechnung von z¥) funktionieren mit komplexen Zahlen. z** (1/y)
liefert jedoch nur eine der komplexen n-ten Wurzeln. In cmath wird auch eine Konstante
pi fiir 7 definiert.

>>> from cmath import *
2 >>> abs (3+3j)
4.242640687119285
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4 >>> phase (3+3j)
0.7853981633974483
6 >>> polar (3+3j)
(4.242640687119285, 0.7853981633974483)
s >>> rect (4.242640687119285, 0.7853981633974483)
(3+2.9999999999999996 )
10 >>> sqrt(1j)
(0.7071067811865476+0.70710678118654753)
12 >>> exp(pi/2%1j)
(6.123233995736766e-17+13)
14 >>> (1) **(1/3)
(0.8660254037844387+0.49999999999999994 5)
16 >>> _*%3
(2.7755575615628914e-16+17)

3.6 Anwendungen
3.6.1 Wechselstromkreis

Strom U und Spannung I sind im Wechselstromkreis periodisch zeitabhéngig:

U(t) = Up - cos(wt + ¢)
I(t) = Iy - cos(wt + 1)

Dabei bezeichnet man w = 27 - f = 2% als Kreisfrequenz. ¢, v ist die Phase, typischerweise gilt
¢ # 1, und T die Schwingungsperiode

Fiihren wir eine komplexe Spannung U = Uy - ¢"“!*+%) und einen komplexen Strom
I = Iy e@*¥) ein, dann ergibt sich:

U(t) = Re(U) = Re(Uyp - /@) = Uy - Re(e'“H9)) = U - cos(wt + ¢)
I(t) = Re(I) = Re(Iy - @) = I - Re(e'@¥)) = I - cos(wt + 1))

Dem Widerstand R bei Gleichstrom

U
k=7

entspricht bei Wechselstrom die (komplexe) Impedanz z

Ut U, i(wt+o) U A
_U®) _Uo e _ Yo i),

o l(t) - Iy ' eilwt+y) Iy

Diese berticksichtigt auch die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung.

Klassischer Ohmscher Widerstand R
1
z = R, keine Phasenverschiebung L
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Kondensator mit Kapazitiat C C

sl |
CwC wC

Strom eilt Spannung um 7/2 voraus

Spule mit Induktivitdt L L

z=ilw=Lw-¢e's
Strom eilt Spannung um 7/2 hinterher

Bei Kondensator und Spule bezeichnet man Re(z) als den Wirkwiderstand . Er fithrt zu
einer Umwandlung von Strom in Wirme. Der sogenannte Blindwiderstand Im(z) fithrt zu
einer Phasenverschiebung, aber nicht zu einer Energieumwandlung in Wérme, da die Energie
im Magnetfeld der Spule oder im elektrischen Feld des Kondensators gespeichert wird. Er muss
aber bei der Auslegung der Stromleitungen beriicksichtigt werden.

3.6.2 Reihenschaltung komplexer Widerstande

N N
Ult)=2-L(t) =D U; =3 z-1(t)
N =1 =1
=z = Z Zi
=1

z.B. Spule und Kondensator:

. 1 . 1 )
% Z—Lw'z—wcoz—<Lw—wC> )
L

= reine Phasenverschiebung, kein Wirkwider-
Y
stand

Parallelschaltung

1 N 1
l(t):;Q(t):Z Z; U(t)
i=1

=1

=0

z.B. Spule und Widerstand:
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11 N 1 R+ Lwi
2 ILwi R  RLwi
RLwi RLwi - (R — Lwi)
z= =
@l“ %L R R+ Lwi R? + L2w?
_ RIZ 4 R2Lwi
R? + L2w?
] ) RL2w?
=Wirkwiderstand: R4 202
R?L
Blindwiderstand: Wl;}w?

3.6.3 Weitere Anwendungen komplexer Zahlen
e Mechanische Schwingungen
e Fouriertransformation zur Nidherung periodischer Schwingungen (z.B. digitale Filter)
e Optik
e Quantenphysik: Schrodingergleichung

o o
i = H

1 Wellenfunktion
mit A  Plancksches Wirkungsquantum
H Hamiltonoperator

e Nullstellenbestimmung eines Polynoms
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4 Folgen und Reihen

4.1 Grenzwerte
Definition 4.1
Eine Abbildung a : N — R; n — a(n) =: a, heifit reelle Zahlenfolge. Dabei bezeichnet a,, das
n-te Folgenglied und {ay},c die Menge aller Folgenglieder bzw. , die Folge®.
Entsprechend heifit ¢ : N — C; n — a, eine komplexe Zahlenfolge.

Beispiel 4.2
e konstante Folge

an=cVneN, ceR = a;=c¢, aa=c, ag=c,...

identische Folge

apn=nYneN = a1 =1, a2=2,a3=3,...

reziproke Folge

1 1
an=—VneN = a =1 aa=2, a3=-,...
n 2 3

- n+1

2 3
an VnENéalzi,az—?ag:

an = € VneN, ¢ € R (komplexe Folge)

= a; =€, ay =€ a3 =€, ...

Fibonacci Zahlen

anp =Qp_1+ ap_o VN €N, n>2mit ap:=0und a; :=1

= ag=0,a1=1,a3=1,a3=2, ay =3, a5 =5,...

Dies ist eine rekursiv definierte Folge, d.h. das néchste Folgenglied berechnet sich aus
vorherigen Folgengliedern.

3-Minutes Python 4

In Python wiirde man eine Folge als eine Liste von Werten betrachten. Dieser kann man
wie allen Werten in Python einen Namen geben (Variablenname) unter dem man spéter
wieder darauf zugreifen kann. Hier ist ein Beispiel fiir eine ganzzahlige Variable i, eine
FlieBkommayvariable x, einen String name und eine Liste y. Der Variablenname darf nahezu
beliebig gewéhlt sein, muss aber mit einem Buchstaben beginnen.

>>> i=3

2 >>> print (i)
3

4 >>> i=ix*i
>>> print (i)

6 9
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an

2 — °
b P ¢ e e e e GtE
1 a
————————————————————————————————————————— a—¢
T T T T T T T n
1 2 N(@

Abbildung 1: Beispiele fiir eine reelle konvergente Folge: Bei Konvergenz gegen den Grenzwert
a, haben alle Folgenglieder a,, mit einem Index n > N(e) einen Abstand kleiner
€ von a.

>>> x=5.1
s >>> print(x)

5.1
10 >>> name=

>>> print (name)
12 0laf

>>> y=[1,3,5,4,7]
1u >>> print (y)

[1, 3, 5, 4, 7]

Auf ein bestimmtes Element der Liste greift man zu indem man einen Index in eckigen
Klammern hinter den Namen schreibt. Das erste Element der Liste hat immer den Index
Null.

1 >>> y[3] = 2*xy[2]
>>> print (y[3])

3 10
>>> print (y)

5 [1, 3, 5, 10, 7]

Definition 4.3
1. Sei {an},cy eine reelle (komplexe) Zahlenfolge. Dann heifit a € R (a € C) Grenzwert

von {an},cy. falls es zu jedem € > 0 ein N(e) € N gibt mit

Vn € Nmit n > N(e) = |a, —a| <e

2. Falls {ay}, oy einen Grenzwert a besitzt, dann sagt man, dass {a,}, y gegen a konver-
giert und die Folge somit konvergent ist. Anderenfalls ist die Folge divergent.

Anmerkung 4.4
e N(e) € Nist eine Schranke, die von £ abhiingig ist. Je kleiner ¢ > 0 desto groBer N(¢)
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an

2 €1 =0.3
° Eo = 0.15
1 4 * o (] . ° . ° ° °
. ° A ° ° ° ° °
.
? T T T T T T T T T T T T T T T T T T T n

Abbildung 2: Ab dem Folgenindex 4 ist der Abstand aller Folgenglieder kleiner als ¢; = 0.3,
ab dem Folgenindex 7 kleiner als €2 = 0.15

Im
2%
o (1]
1%
e (19
x 0 T i Re
-1 1 2
- e e (9
° 19
3 . ...0.. o (g
-1 .'&..
e®es ° ea7
° L]
o (ly o ag
o (5
—2

Abbildung 3: Beispiele fiir eine komplexe konvergente Folge (unten): Bei Konvergenz gegen
den Grenzwert a, haben alle Folgenglieder a,, mit einem Index n > N(g) einen
Abstand kleiner € von a, dies entspricht hier einem Kreis mit Radius e. Hier
liegen ist z.B. der Abstand aller Folgenglieder ab Index 12 kleiner als € = 0.45.
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Definition 4.5

Ist a der Grenzwert von {a,} dann schreiben wir

neN

lim a,, = a oder a,, — a fiir n — c©
n—0o0

Gilt a = 00, dann nennen wir den Grenzwert uneigentlich.

Beispiel 4.6

° lim%:O

n—oo

Beweis:
1 1 1
——0l=—<éeg <<= n>-
n n €

jN(s):min{neN:n>1}

€
o lim 2l —1

n—oo N
Beweis:

1 1 1

nt —1‘:‘1+—1’:<5
n n n
1

éN(s):min{nEN:n>€}

e lim n=o0
n—oo

identische Folge ist divergent mit uneigentlichem Grenzwert a = oo

e Die Folge cos(m-n) ist divergent, weil der Kosinus immer zwischen +1 und —1 oszilliert.
Es gibt auch keinen uneigentlichen Grenzwert.

Satz 4.7
FEine reelle Zahlenfolge {an}, cn hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis:
Annahme: Es gibt zwei Grenzwerte a,b € R mit a # b.

|b—a
2
Es existieren Nj(g) € N mit n > Ni(e) = |a, —al <€

- und Np(e) € N mit n > Ny(e) = |an — b| < ¢

>0

Es sei ¢ :=

Fiir n > max {Ny(e), Na(e)} gilt dann:
=la—bl=la—an+a,—b <|la—ap|+|a, —bl <e+e=|b—a| 4
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4.2 Beschranktheit von Folgen
Definition 4.8
Eine reelle oder komplexe Folge {a, },c heiBit beschrinkt, falls |a,| < S Vn € N fiir ein S € R.

Eine reelle Folge {ay}, cy heiit nach oben (nach unten) beschrénkt, falls a, < S V¥n € N
(ap, > S Vn € N) mit S € R.

Auch hier heifit die kleinste obere (gréfite untere) Schranke Supremum sup,,cy a, (Infimum

infen an)

Folgerungen 4.9
Fiir eine beschrénkte reelle Folge {ay,}, o existiert eine obere und eine untere Schranke.

Beispiel 4.10

n+1
ap = = 1<a, <2
n
= inf a, = 1, supa, = maxa, =2
neN neN neN

ap = €9 = |ay| = \/cos2p+sin?¢p <1 VneN, peR
Satz 4.11

Jede konvergente Folge ist beschrdinkt.

Beweis:

{an},cn konvergiert = IN(e) € N mit e =1
=VneN, n>N1)=la,—al <1

Mit Dreiecksungleichung:

=|an| = lan —a+a| < la, —al +|a| <1+ |af
Mit S := max{\a1|, ’a’2|7' . -a’a’N(l)—1|71 + |CL|}
=lap| < S VneN

Beachte: das Gegenteil gilt i.d.R. nicht:

Beispiel 4.12

ap = (-1)" VneN

1 falls n = 2k
= a, =
—1 fallsn=2k+1

= |an| <1, beschrénkt

aber nicht konvergent, da AN (¢) fiir ¢ < 1
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4.3 Monotonie von Folgen

Definition 4.13
Eine reelle Folge {a,},cy heiBit (streng) monoton wachsend, falls a, < any1 (an < any1)
Vn € N. Sie heifit (streng) monoton fallend, falls a,, > any1 (an > apt1) ¥n € N

Satz 4.14
Eine monoton wachsende (fallende) und beschrinkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum

(Infimum,).

Beweis:
Sei {ay },,cy monoton wachsend

a = supa, und € > 0 beliebig
Dann existiert wegen der Monotonie ein N(e) € N mit a — ¢ < ay(.). Damit ist fiir n > N(¢)

a—€<aN(a)§an§a:>]an—a|<5

d.h.
a= lim a,
n—oo
Entsprechend fiir monoton fallend. O

3-Minutes Python 5

Mochte man eine Liste aus einer Formel generieren, dann geht das in Python am einfachsten
mit sogenannten ,,List Comprehensions“. Dabei schreibt man in die eckigen Klammern ei-
ner Liste die Vorschrift, wie diese erzeugt wird. Mit for var in range(lower,upper,step)
kann man den Bereich festlegen, wobei var ein frei wihlbarer Variablenname ist, lower
eine Zahl, die die Untergrenze des Bereichs festlegt, upper die Obergrenze und step die
Schrittweite. Wird keine Untergrenze und kein Intervall festgelegt, ist die Untergrenze Null
und das Intervall Eins. Die Obergrenze gibt das erste Element an, das nicht mehr durch-
laufen wird. Nach einem nachgestellten if kann eine Bedingung kommen, die die Werte
weiter einschrénkt. Der Operator ¥ steht fiir Modulo und bestimmt den Rest einer Division
(den ganzzahligen Anteil einer Division bekdme man mit //).

>>> y=[i for i in range (10)]
2 >>> print (y)
[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
4 >>> y=[i for i in range(2,8)]
>>> print (y)
6 [2, 3, 4, 5, 6, 7]
>>> y=[i for i in range(2,8,3)]
s [2, 5]
>>> y=[3*%i**2-1 for i in range (2,8)]
10 >>> print (y)
[11, 26, 47, 74, 107, 146]
12 >>> y=[i for i in range(2,8) if i % 2 == 0]
>>> print (y)
u [2, 4, 6]
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>>> y=[(i+1)/i for i in range(1,11)]
16 >>> print (y)
[2.0, 1.5, 1.3333333333333333, 1.25, 1.2, 1.1666666666666667,
1.1428571428571428, 1.125, 1.1111111111111112, 1.1]

4.4 Grenzwertsatze fiir Folgen

Satz 4.15
Seien {an}, ey und {bn}, cny konvergente Folgen mit den Grenzwerten a,b € R und sei c € R
Dann gilt:

lim (ap, £b,) = lim a, £ lim b, =a+b (4.1)
n—00 n—00 n—00

lim (¢-a,)=c- lim a, =c-a (4.2)
lim (a, - by) = ( lim an) : ( lim bn> =a-b (4.3)
n—o0 n—00 n—o00

falls b# 0= 3N(e) € N mit b, # 0 fiir n > N(e)

1 1 n
lim — = - und lim 2% =2 (4.4)

n—00 Oy, b n—00 bn b

Beweis:

(4.1)): Sei e > 0 gegeben.
Wegen Konvergenz gibt es N1(5) und No(5) mit

5
n2N1<§>:>|an—a|<

NN M

n2N2(§>=>|bn—b|<

Wiéhle N(¢) := max(N1(5), N2(5)) dann gilt fiir n > N (e)

(@ +bn) = (@ +B)] < lan —al + [ —b| < S+ 5 ==
[2):
€
|(c-an) —(c-a)| =|c| - |an —a| < e falls |a, —a| < B (el # 0)
= Wihle n > N(ﬁ)
c
E3):

|(apn, - bp) — (a-b)| =|an by —an-b+an-b—a-bl =|a,- (b, —b)+b-(ay, — a)|
<lan| - |bn — 0| + 10 - |an, — al
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Da ay,, b, konvergent 3S mit |a,| < S Vn € N und |b] < S (Satz Beschrénktheit
konvergenter Folgen)

= Wihle N (¢) = max<N1<2S> N2<25>>
= fiir n > N(e) gilt:

|anby, — ab| = |anby, — anb + apb — ab| < |ay| - |by, — b| + |b| - |an — al
< (S |bn =0+ S -lan —al) =S (|bp — b| + |ay — al)
<S~<—+f>:5

25 2§
@):
Sei —|2| E|N<|b‘> € N mit
b
v () > o <
[b] = [b = b+ bn| < |b—bn| + [bn] <= [b] — [b—bn| < |bs]
b b
< |bp| > |b] — |b—byn| > |b] — H ’2|>0
= Furn>N<‘ ’) ist b, #0
2
Sei € > 0 beliebig 3N< ‘2‘ )EN
2 bQ
mltn>N< ‘2’ >:>|b—bn]<€|2|
2
Fiir n > N(e) mit N(¢) ::maX(N <‘§>,N(dg|>>
1 1] |[b—by 1 bnl>13 2 2 fp?
. - b — by b— by -
R e R SRR LR o St
mit (4.3)):
= lim = =

Anmerkung 4.16

e Es ldsst sich folgende ,,Stérketabelle® fiir die Geschwindigkeit des Anwachsens von Fol-
genwerten fiir n — oo beweisen:

p<g >1
n? <t "X e < nl < n"
Die Funktion n™ geht also am schnellsten gegen unendlich.
e Esgilt: lim {/n=1.
n—oo

Beispiel 4.17

(4.2)
1. a, > a —a, — —a
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2. Fiir k € N beliebig gilt:

1 11 1 1
n n n n n
3.
34n° —16n° + 1ln _ 34— 16n° + 1ln~* 34
17n® +8n+6  174+8n~%+6n> 17

4. a e R,a>1,peN

Z—Z — 00, da a” schneller wéchst als jedes Polynom, falls a > 1.

Satz 4.18
Seien {an}, ey und {bn},cy reelle Folgen mit an, — a, by, — b und a, < b, Vn € N, dann gilt
auch a <b

Beweis: durch Annahme des Gegenteil und Widerspruch

Achtung: Aus a, < b, Vn € N folgt auch nur a < b, nicht ¢ < b, z.B. haben a,, := 0 und

b, = % beide den Grenzwert 0.

Satz 4.19

Seien {an},cn » {0n}nen s 16n tnen Folgen mit by, < ayn, < ¢, fiirn > ng und nll_}ngo b, = nh_)ngo Cn =

c € R, dann gilt auch lim a, = c.
n—oo

Beweis: Zu jedem £ > 0 gibt es ein N(¢) € N mit
c—e<b,<a,<c,<c+e
= ap, — ¢

Beispiel 4.20

(sinn)? (sinn)?

S|

lim

n— 00 n

=0, dafirn>1gilt 0 <

IN

lim {/c=1 VceR, ¢>0

n—oo

Beweis mit Fallunterscheidung
1. Seic>1.
Esgiltt n>c¢ < {/n> Yeunde>1 — Ye> V1=1.
= Fiir n > cgilt ¥Yn> Ye>1.

Da lim {/n=1und lim 1 =1 muss lim {/c=1 sein.
n—oo n— o0

n—oo
2. Seic < 1.
. : 1 1
lim {/c= lim =1, da - >1.
n—00 n—oo n/1 C
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4.5 Reihen

Definition 4.21

Gegeben sei eine Folge {ay }ren, mit ar € R (ax € C). Dann nennen wir die Folge {s, }nen,
mit

n
Sp = E af
k=0

unendliche Reihe mit den Reihengliedern a; und den n-ten Partialsummen s,,. Fiir die unend-
liche Reihe schreiben wir auch » 77 a.

Eine Reihe ) 77, aj heiit konvergent gegen die Summe s € R (s € C), wenn lim s, = s.
n—oo

Wir schreiben dann )7 ai = s.
Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent.
Analoge Definitionen gelten fiir Z?:no aj, mit festem ng € Z

Satz 4.22
1. Sind >~2ar = a und Y by, = b konvergente Reihen, so gilt:

D Aag+pbp=Aa+pb VA pE€R (bzw. A p € C)

k=ng

2. Fir jedes feste ng € N haben Yy~ ap und Zzozno ap dasselbe Konvergenzverhalten, al-
lerdings i.d.R. unterschiedliche Grenzwerte. Durch weglassen endlich vieler Reihenglieder
wird das Konvergenzverhalten nicht verdndert.

Beweis:
1. Wende Satz [£15 auf Partialsummen an.
2. Ziehe weggelassene Reihenglieder vom Grenzwert ab.

Satz 4.23
Sei g € C und q # 1. Dann ist

N N+1
]__
S e,
—dq
k=0

Anmerkung: Falls nicht 0° = 1 angenommen wird, muss ¢ = 0 getrennt behandelt werden.
Beweis: durch vollstindige Induktion

Satz 4.24 (Prinzip der vollstéindigen Induktion)
Es sei A(n) eine fiir alle n € N giiltige Aussage. Dann gilt:

a) Induktionsanfang: Zeigen Sie, dass A(1) wahr ist.

b) Induktionsschluss: Zeigen Sie, dass falls A(n) fir ein beliebiges n € N wahr ist (In-
duktionsvoraussetzung), dann ist auch A(n+1) wahr.

Dann ist A(n) wahr ¥n € N.
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Bemerkung: Der Induktionsanfang muss nicht zwingend bei n = 1 beginnen. Jedes ng > 0
kann verwendet werden. Die Aussage gilt dann fiir n > ng

Anwendung auf Satz [4.23
Induktionsanfang: N = 0:

Zq: 0_y_ 1=

I—gq

Induktionsschluss: N = N + 1:
Sei N € Np und gelte die Induktionsvoraussetzung

N N4+1
1—gq

> f=——

k=0

l—q
Dann ist
N+l N+1 N+1
l—q l—q l—q
— N+1 _ N+1 _ N+1
E:q E:Q+ﬂ ¢ — T,
1— gV gL — gN+2 ] N2 g (N
- 1-gq 1-¢  1-q¢  1-¢
U
Satz 4.25 (Unendliche Geometrische Reihe)
Sei x €] — 1,1[. Dann ist
o0
PR
k=0
Beweis: Wende Satz [4.23] auf Partialsumme an:
1 — " n+1
o= Z P
Falls |z| < 1 gilt 2" — 0 fiir n — co. Dann gilt s, — 1 fiir n — co. O

3-Minutes Python 6
Schleifen in Python beginnen mit dem Schliisselwort for, gefolgt von einem Variablenna-
men, dem Schliisselwort in, einer Liste mit Werten und dann einem Doppelpunkt. Wie-
derholt werden alle darauf folgenden Zeilen, die um die gleiche Anzahl Zeichen eingeriickt
sind.

Bedingte Anweisungen in Python bestehen aus dem Schliisselwort if, gefolgt von einer
Bedingung und einem Doppelpunkt. Wenn die Bedingung wahr ist, werden alle darauf
folgenden Zeilen ausgefiihrt, die um die gleiche Anzahl Zeichen eingeriickt sind.

>>> y=[(i+1)/i for i in range(1,10)]
2 >>> summe=0
>>> for x 1in y:
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10 . . .

12

14

16 « « «

summe += X

>>> print (summe)
11.828968253968252

>>> summe=0

>>> for i in range(1,10):
summe+=(-1) **x(i+1) * 1/i

>>> print (summe)

0.7456349206349207

>>> summe=0

>>> for i in range(1,10):

if i%3 == 0:
summe +=1 **2

18 . .

20

22

24 ...

26

28

30

32

34

>>> print (summe)

126

>>> summe=0

>>> for i in range(1,10):
x=(-1)**x(i+1) * 1/i
summe +=x

print (i,x, summe)

1.0 1.0

-0.5 0.5

0.3333333333333333 0.8333333333333333
-0.25 0.5833333333333333

0.2 0.7833333333333332
-0.16666666666666666 0.6166666666666666
0.14285714285714285 0.7595238095238095
-0.125 0.6345238095238095
0.1111111111111111 0.7456349206349207

© 00 NO O WN - -

4.6 Cauchy-Folgen und Reihen

Definition 4.26
Eine reelle (komplexe) Folge {ay},cy heiBt Cauchy-Folge, falls es zu jedem £ > 0 ein N(¢) € N
gibt mit

Vm,n € N mit m,n > N(¢) = |apm —an| <€

Satz 4.27
Sei {an},cy eine konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen. Genau dann ist {an},cy
auch eine Cauchy-Folge.

ohne Beweis
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Alternative Formulierung des Vollstandigkeitsaxioms (2.19))
In R (und C) konvergiert jede Cauchy-Folge.

(Wenn R oder C Locher hitten, konnte nicht jede Cauchy-Folge konvergieren)

Satz 4.28
FEine Reihe ) aj konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N(g) € N gibt mit
§=0
n-+p
VYn > N(e), p beliebig, n,p e N = Z a;| <e
j=n+1
Beweis:
Seim >n, p:=m —n > 0. Dann gilt
m n n+p n n+p
Sm—sn=) a;= ) ;=) a;—) aj= ) a
j=0 j=0 =0 j=0 j=n+1

Also folgt aus der obigen Bedingung, das die Folge der Partialsummen {s,}, .y eine Cauchy-
Folge ist = die Reihe konvergiert. Die andere Richtung der Aussage ist offensichtlich. U

Folgerungen 4.29
Ist 3772 a; konvergent, dann folgt aus Satz 4.28| mit p = 1, dass |ay11| <e Vn > N(e), d.h.

lim a, =0
n—oo

{an}, ey ist eine Nullfolge.

4.7 Konvergenzsitze fiir Reihen

Satz 4.30 (Divergenzkriterium)
Bildet die Folge der Summanden a; einer Reihe Z?io a; keine Nullfolge, dann divergiert die
Reihe.

Dass die a; eine Nullfolge bilden ist also eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung
fiir Konvergenz.

Beispiel 4.31 .

Harmonische Reihe ) % ist divergent obwohl lim % =0.
k=1 k—o0

Beweis: Angenommen die Reihe wire konvergent.
Dann géibe es zu € = % ein N (%) € N mit

1 wry

k=n+1

VpeN

N |
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1 S o PR CREE R

.
0.4
0.2
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(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 4: Die Partialsummen s, = Y. ,(—=1)¥*1.1 der alternierenden harmonischen

Reihe.

Fiir beliebiges J € N gilt:

OJE-FNE IRRPUNE S A
ko J+1 J+J T J+J 2
k=J+1
O
Aber: Die alternierende harmonische Reihe:
o0
1
-1 k+1  —
DEVEIE
k=1
ist konvergent.
n
Beweis: Betrachte die Folge der Partialsummen {s,}, oy mit s, := Y (=1)F*1. %
k=1
ntp 1 n 1 n+p 1
— k+1 k+1 _ k+1
suep s = S0 S L S e
k=1 k=1 k=n-+1
1 1 1 1
= (—1)"*+2. - — 4 (=1t
1 1 1 1
_ (_1)n+2 _ (TH - m) RERER N ol e Ter) falls p gerade
G — e+t m—m)—i-m sonst
pogi,tiv
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1 1 1

Swp =l = o e DT
1 1 1 1 1
_n+1_<n+2_n+3>_<n+4_n+5)_"'
positiv positiv
1
<n+1

1 1
<e<— —-<n+4+1l <<= n>--1
€

1
= — < Vp € N fall
|Sn+p 5n| € b alls ntl -

= Cauchy-Folge = Konvergenz.
Der Grenzwert ist a = In2 ~ 0.6931471805599453 (nicht gezeigt) O

Satz 4.32 (Majoranten- und Minorantenkriterium fiir Reihen)
1. Majorantenkriterium: Die Rethe ZZO:O b sei konvergent und by, > 0 Vk € Ny. Falls

|ak|§bk Vk>N>0 N eN
[e.°] o0
so sind sowohl Y ay als auch Y |ag| konvergent.
k=0 k=0
2. Minorantenkriterium

Ist die Reihe Y by divergent und gilt lag| > by >0 Yk > N > 0 so ist auch die Reihe
k=0

o
> |ak| divergent.
k=0

Beweis:

1. a) Betrachte die Folge der Partialsummen:

n n oo
Da 0 <lag| <bg= > lag| < > b < - b
k=N k=N k=N

oo oo
> by, konvergent = beschrankt = > by beschriankt
k=0 k=N

n
= auch ) |ag| ist beschrénkt.
k=N

n
Folge der Partialsummen ) |ax| ist monoton (weil Summe von Betrdgen) und

beschriankt = konvergent

00 n+p
b) > |ak| konvergent <= Cauchy Reihe <= )" |ax| < € fiir beliebiges ¢ > 0
k=N k=n+1
und p € N fiir n > N(e)
n—+p n+p [e'e)
Da| > ax| < > |ag| (Dreiecksungleichung)ist auch Y ax < €, damit Cauchy-
k=n+1 k=n-+1 k=N

Reihe und deshalb konvergent.

o0 o0
2. Wire ) |ag| konvergent, so wire nach 1) auch ) by konvergent 4
k=0 k=0
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Satz 4.33 (Quotienkriterium)
1. Die Reihen Y 2 ar und > 7 |ax] mit ai, # 0 Yk € Ny sind konvergent, falls eine Zahl
q €]0,1[ existiert sowie ein N > 0 mit

Gp41
an

< gq <1 fiir allen > N. (4.5)

2. Die Reihen Y ;2 qap und Y oo lax| mit ai, # 0 Vk € Ny sind divergent, falls eine Zahl
q > 1 existiert sowie ein N > 0 mit

a
ntl >q > 1 fiir allen > N. (4.6)
Qn
Beweis:
1. firn> N :
n|_| an  an1 anp| €D N = q"
an Ap—1 Qp—2 anN - qN
a ) a
= |ay| < m-q”:c-q" mltc:#:const.
q

qN

Majorantenkriterium mit geometrischer Reihe = Konvergenz

2. |5 > 1 <= lagq1]| > |an| = a, konnen keine Nullfolge sein = Divergenz nach
Satz
O
Satz 4.34 (Wurzelkritierium)
Die Reihen y > a, und Y " |ay| sind konvergent, falls
Vlan| < q <1 fir allen > N. (4.7)

Sie sind divergent, falls
Vlan| > 1 fir allen > N. (4.8)
Ezistiert der Grenzwert limy, oo /|ay,| =: Q, so gilt:

<1 = Konvergenz

li_>m Vl0an| =: Q< >1 = Divergenz
n oo
=1 reicht fiir Entscheidung nicht aus

Beweis:

o0
1. Konvergenz falls {/|a,| < g < 1 folgt aus Majorantenkriterium mit Reihe )  ¢" = ﬁlq.

n=0
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2. Falls {/|an| > 1 = a, keine Nullfolge = Divergenz nach Satz m

U
Beispiel 4.35
Konvergieren die folgenden Reihen?
1.
o0
> nFa" zeR, keN
n=0
k
: n _ . k/n - . n 4£6
i Vloal = Jim ol = (Jim, V) Jet =2 b
Die Reihe konvergiert, wenn |z| < 1, sie divergiert, wenn |z| > 1. Falls |z| = 1 ist die

Reihe > "7 n®. Diese divergiert, da die Reihenglieder keine Nullfolge bilden.

n=1
1\" 1\"
i ol =i (1) = (1)

Es lésst sich zeigen, dass

x : TN\
e’ .= lim <1+7) rzeR
n

n—oo

n
daher ist lim,,_ oo (1 — %)n = lim, o <1 + %) =el = % = die Reihe konvergiert.
3-Minutes Python 7
Waihrend der Ausfithrung einer Schleife kann mit dem Befehl continue der aktuelle Schlei-

fendurchgang beendet werden, mit dem Befehl break wird die Schleife abgebrochen.

>>> summe=0
2 >>> for i in range (1,1000):
Xx=1/1i*%*2
4 ... summe +=x
- print (i,x, summe)
6 ... if x<0.01:
break

.0 1.0

.25 1.25

L1111111111111111 1.3611111111111112
.0625 1.4236111111111112

.04 1.4636111111111112
L027TTTTTTTTTTT7T7T76 1.4913888888888889
.02040816326530612 1.511797052154195

10

12

14

~No ok N
O O O O O O - -
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16 8 0.015625 1.527422052154195

9 0.012345679012345678 1.5397677311665408
18 10 0.01 1.5497677311665408

11 0.008264462809917356 1.558032193976458

Mochte man eine Schleife bis zum Erfiillen einer bestimmten Bedingung ausfithren, dann
geht das auch mit einer sogenannten while-Schleife. Diese wird ausgefiihrt solange die
Bedingung wahr ist:

>>> summe=0
2 >>> i=1
>>> x=1
4 >>> while x>0.01:
x=1/i%*%2
® oo o summe +=X
print (i,x, summe)
8 ... i+=1

.0 1.0

.25 1.25

L1111111111111111 1.3611111111111112
.0625 1.4236111111111112

.04 1.4636111111111112
LO27TTTTTTTTTTTTTTE 1.4913888888888889
.02040816326530612 1.511797052154195
.015625 1.527422052154195
.012345679012345678 1.5397677311665408
0 0.01 1.5497677311665408

10

12

14

16

O O OO O O O O - -
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4.8 Reihendarstellung wichtiger Funktionen

Definition 4.36
Die Exponentialfunktion, der Kosinus und der Sinus lassen sich durch folgende Reihen berech-
nen:

exp(z) :=¢e* = Z % VzeC
n=0

o0 z2n
cos(z) := nz:;)(_l)n@n)! vz e R
) o0 " $27’L+1
sin(z) := ;(—1) 2nt ) Ve e R

Anmerkung 4.37
Wir hatten bei den komplexen Zahlen definiert, dass €'® := cos ¢ + isin ¢ ist. Mit der Reihen-
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darstellung kénnen wir das belegen:

0 /.\n (3] n
i __ (Z(;S) _ nqsi
e = Z n! Z L n!
n=0 n=0
zerlege in gerade und ungerade Indizes:

k=0
B o0 . ¢k o0 P2+
- ;)(_1) (2h)! +kz U ko
=cos¢ +ising

Satz 4.38
Die Reihen fiir Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus konvergieren fiir beliebiges z € C bzw
x € R.

Beweis:

1. Exponentialfunktion

Quotientenkriterium:
Zn+1
(n;l)! = |2 ’: 12 ; 12 <l <<= |z|<n+1l <= |z2|-1<n
25 n+1 n+1 n+1

Fiir n > |z| — 1 ist Quotient kleiner 1.

= Reihe ist konvergent.

2. Kosinus

cos(x) = Z(—l)k

ka
|
27 (2h)!

Fiihre alternative Darstellung ein:

0 falls n ungerade
ap = n
(—1)"2L%  falls n = 2k (gerade)

o
= cos(z) = Z an,
n=0

Vergleich mit Exponentialfunktion im reellen:

D ;ﬂk
exp(z) = i
k=0
ok
= \ak\ < — VkieNy

= Kosinus konvergent, da Exponentialfunktion konvergent + Majorantenkriterium
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3. Sinus

analog mit

0 — (—1) e %L falls n ungerade
" 0 falls n gerade

Anmerkung 4.39
Fiir reelle Zahlen x € R lidsst sich der Wert der Eulerschen Zahl durch

>0 .fU
=2
k=0

berechnen. Der Fehler lisst sich fiir € R} dabei wie folgt abschitzen:
Wir betrachten zunéchst die Partialsummen:

NIEk n xk N $k
LT wt X

k=n+1

n
Der berechnete Naherungswert sei el := 3 ¢

Wegen der Monotonie der Reihe fiir x > 0 = e < e” gilt:

= sy =e€, + Z x*'

k=n+1
N k n+1 n+2
T xT xT
SN = D = P I +
Mt El (n+ 1) (n+D!-(n+2)
- i
m+1)!-(n+2)-(n+3)-...-N
L P N Al
~ (n+1)! n+2 (n+2)?2 7 (n+2)N-(tD
geometrische Reihe
N—n
xn+1 1— (nf—2>
(n+1)! 1— 2

N—n
Fallsn >z - 2= %5 <1= lim (i> = 0, auflerdem gilt fiir N — co = sy — €.
N—o0 n+2
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s 1 s n+2
< . .
n+1)! 1--45  (+1)! n+2-2

z.B. ergibt sich fiir n =8 und z = 1:

1 10
—eg < — - — ~3.1076

€T =979

eg = 2.71827876 . . .

= 2.718275 < e < 2.718282

Bei genauerer Rechnung: e ~ 2.718281828459045

und fiir n =8 und z = 3:

39 10
3 el <. 2 0.0904
€T >9 93
es = 20.009151 . ..
= 19.91 < e < 20.10

Bei genauerer Rechnung: e® ~ 20.085536923187664

Bei groflerem Wert von x dauert es also ldnger, bis die Reihe konvergiert.
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5 Funktionen

5.1 Definition

Definition 5.1
Eine Abbildung f: X — Y heifit

e Funktion einer reellen Verénderlichen  — f(x), wenn der Definitionsbereich X C R.

o reelle oder reellwertige Funktion (einer reellen Verdnderlichen), falls auch der Wertbereich
Y CR

Wir bezeichnen den Definitionsbereich mit D oder Dy und schreiben f : D — Roder f : Dy —
R

Beispiel 5.2
1. Polynom vom Grad n

n
f(x) ::Zak-xk Vo € R mit festen ap, € R, 0<k<n
k=0

D=R

5| 2 423+ 242

2. Gebrochen rationale Funktion

3 a l’k
7=0

mit Polynomen P, vom Grad n und @,, vom Grad m kann Polstellen haben.

D:={zxeR:Qn(x) #0}
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100 1

50 |

3 -2 —1\ 1 2

—50 ¢t

—100 *

3. Betragsfunktion

abs(z) := |x|

hat einen “Knick” bei 2 = 0.

Sty
2 N
1 N

| |

-3 —2 -1 1 2
4. Heaviside-Funktion
0 <0
O(z) = a:
1 >0

hat einen Sprung der Hohe 1 bei x = 0.



1.5 ¢

le

0.5 1

5.2 Grenzwert

Definition 5.3
Sei f: D — R, D CR eine Funktion

1. f hat an der Stelle 29 € R den Grenzwert g € R, falls lim,, ;o f(2,) = g fiir jede Folge
{xn}neN C D\ {xo} mit lim;,, 00 2, = x0.

Man schreibt dann: lim f(z) = g.
T—rT0

2. f hat an der Stelle o € R den rechtsseitigen Grenzwert g+ € R (bzw. den linksseitigen
Grenzwert g~ € R), falls

lim, o0 f(2n) = g7 (bzw. g7) fiir jede monoton fallende (bzw. monoton wachsende)
Folge {xN}nGN cD \ {l’o} mit limg, 00 Tn = To.
Man schreibt dann lim+ f(z) =g" (bzw. lim f(z)=g").

:p~>x0 x%xo

Auf den Funktionswert f(xo) kommt es (auch wenn er existieren sollte) nicht an.

Beispiel 5.4
1. lim O(z)=1

z—0t

lim O(z) =0

z—0~

2. Fiir die Funktion f(z) = sin 2 gibt es fiir 2 — 0 keinen Grenzwert.

Fiir g(z) = 2 - sin(1) gilt dagegen

. L1 . .1 . .1
Iimz-sin— = lim -sin— = lim z-sin— =0
x—0 T z—0t x z—0— x
3. lim %z +00
z—0t
lim % = —00
x—0~
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f(mo) =+ €
f(xo) |
f(xo) — €|

S)_Ug;“
Oz +
9+0$“

Abbildung 5: Stetigkeit nach Cauchy: Eine Funktion ist dann stetig, wenn es zu jedem € > 0
ein 0 > 0 gibt, so dass |f(z) — f(zo)| < € falls |z — z¢| < 0.

Viele Eigenschaften von Funktionsgrenzwerten, z.B. fiir den Grenzwert von Summen oder
Produkten usw. von Funktionen, fiir uneigentliche Grenzwerte, die Bestimmung von Grenzwer-
ten (Majoranten-, Minorantensatz etc.) konnen direkt von dem Folgen iibernommen werden.

Das Konzept des Grenzwerts ldsst sich direkt auf komplexwertige Funktionen bzw. Funktio-
nen komplexer Verdnderlicher {ibertragen.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.5
Eine Funktion f: D — R, D C R heifit stetig im Punkt zg € D, falls

lim f(xz) = f(zo)

Tr—TQ

Ist f in jedem Punkt x¢ € D stetig, so heifit f stetig auf D. Ist f in einem Punkt x¢ € D nicht
stetig, heifit f unstetig bei xg.

Satz 5.6 (Stetigkeit nach Cauchy)
Fine Funktion f : D — R, D C R ist genau dann stetig im Punkt xo € D, wenn fir allee > 0
ein 0 = 6(e) > 0 existiert, so dass

|f(z) — f(xo)| < e fiir allex € D mit 0 < |z — x| <6
Der Wert von ¢ hingt im Allgemeinen nicht nur von ¢, sondern auch von der Stelle xg ab.

Beispiel 5.7
1. O(x) ist stetig fiir x € R\ {0} und unstetig bei x =0

2. f(z) =1 ist stetig fiir den ganzen Definitionsbereich (ist bei z = 0 nicht definiert)
3. f(x) = |z| ist stetig

Satz 5.8
Seien f: Dy =R und g : Dy — R im Punkt xo € Dy N Dy stetig. Dann sind in xo auch stetig:
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1. f+g, f-9, \-f VAeR
2. g, falls g(xo) #0
Dies gilt wegen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 5.9
FExistiert das ”Kompositum” g o f := g(f(x)) in xo € Dy und ist f stetig in xo, sowie g stetig
in f(xo) € Dy, so ist auch go f stetig im Punkt xg.

Beweis:

. Stetigkeit von f . Stetigkeit von g
lim T = lim x = z
Jim g(f(z)) roim I @) 9(f(x0))

Die Grenzwertbildung ist also bei einer stetigen Funktion g : Dy — R kommutativ im Sinne

von

i g(7(e)) =g (Jim ).

T—rT0

Satz 5.10
Fiir jede auf einem abgeschlossenem Intervall a < x < b stetige Funktion f : [a,b] — R gilt:

1. Schrankensatz: Es gibt eine Schranke k € R mit |f(z)| < k fir alle x € [a,b] bzw. “f ist
auf a,b] beschrinkt”

2. Extremalsatz: Es gibt stets Werte xp,, zp € [a,b], so dass

< f(mM) Va € [a7 b}
baw. f(zm) = min f(z),  f(vm)= max f(z)
z€la,b] z€la,b]

“f nimmt an der Stelle x,, (xpr) das Minimum (Maximum) an.”

3. Zwischenwertsatz: f nimmt jeden Wert des Intervalls zwischen f(a) und f(b) mindestens
einmal an.

ohne Beweis

Satz 5.11

Sei f : [a,b] = R stetig, mit a < x < b und gilt f(a)- f(b) < 0 (d.h. f(a) und f(b) haben
unterschiedliches Vorzeichen), dann hat f im offenem Intervall Ja,b] mindestens eine Nullstelle

f(zo) fiir (mindestens) ein xq €|a, b.

Beweis: Zwischenwertsatz. O
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Beispiel 5.12
1. mit Heaviside-Funktion ©(x)

P00 = (-3) 5 <0

aber es gibt keine Nullstellen, da f unstetig bei x = 0.
1 -

P
[« 2

flz):=2(*-2), z€[0,2]:
f0)-f(2) =(-4)-4=-16<0
f(xo) = 0 fiir 20 = V2

3. Jedes Polynom P,(z) := Y. ja; 2" mit ungeradem Grad n = 2m — 1, m € N und
Koeffizienten a; € R, 0 < i <n, a, # 0 hat mindestens eine reelle Nullstelle, da

lim P,(z) = +oo - sign(ay)

r—+o0
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mit der “Vorzeichenfunktion”

. -1 <0
S =0 4 s

5.4 Monotonie und Umkehrfunktion

Definition 5.13
Eine Funktion f: D — R, D C R heifit auf dem Intervall 1 C D

1. (streng) monoton wachsend/steigend, falls

f@)>fly) (f(x) > fly) Ve,yelmitz>y

2. (streng) monoton fallend, falls

fx) < fly) (f(x) < fly) Ve,yelmitz>y

Beispiel 5.14
1. Die Funktion f(z) := 2® ist auf R monoton steigend.

7]

2. Die Funktion f(z) := sin(z) ist auf [~7, §] streng monoton steigend und auf [F, =

streng monoton fallend

Satz 5.15
Fiir eine auf [a,b] stetige und streng monotone Funktion f : [a,b] — R existiert eine Umkehr-
funktion =% auf der Bildmenge {f(x) : x € [a,b]} diese ist stetig und

streng monoton wachsend, falls f streng monoton wachsend

streng monoton fallend, falls f streng monoton fallend st

Beispiel 5.16
1. Der natiirliche Logarithmus f~!: R* — R, f~!(z) := In(x) ist die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion f: R — R, f(x) = ¢®

10 4
Y

—10 *
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2. Die Quadratwurzel f~1: RS — RJ, f~1(z) == \/x ist die Umkehrfunktion von f : RS —

RS, f(z) = 22
Oty
L f(x) = 2?
4 1
2 1
|
) = VT
: z,
1 2 3 4 )

Anmerkung 5.17

Eine Umkehrfunktion existiert bei strenger Monotonie auch ohne Stetigkeit, falls eine streng
monoton steigende Funktion auch an den Sprungstellen zunimmt, bzw. eine streng monoton
fallende Funktion auch an den Sprungstellen abnimmt. Die Definitionsmenge von f~! (Bild-
menge von f) zerféllt dann aber in disjunkte Teilintervalle.

Beispiel 5.18

o 2r—1 <0 1 .
{2 o
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I

3-Minutes Python 8

In Python gibt es eine einfache Moglichkeit, um z—y—Plots zu erstellen. Insbesondere kann
dies verwendet werden, um die Graphen von Funktionen darzustellen. Dazu braucht man
das Modul matplotlib.pyplot. Dieses stellt unter anderem die Funktion plot(x,y) zur
Verfiigung, mit der die Werte in der Liste y gegen die Werte in der Liste x geplottet
werden. Mathematische Funktionen finden sich im Modul math (s.u.). Der Plot wird erst
nach Aufruf von show() tatséchlich erstellt.

from math import *

import matplotlib.pyplot as plt
x=[-15+(a*30/99) for a in range (100)]
y=[sin(a)/a for a in x]

plt.plot(x,y)

plt.show ()

Der Plot-Bereich in z- und y-Richtung wird mit Hilfe von xlim(lower,upper) und
ylim(lower ,upper) festgelegt, eine Uberschrift mit title( ) und ein Label fur die
x- und y-Achse mit xlabel( ) und ylabel( ).

from math import *

import matplotlib.pyplot as plt
x=[-15+(a*30/99) for a in range (100)]
y=[sin(a)/a for a in x]
plt.plot(x,y)

plt.x1im(-10,10)

plt.ylim(-1,1)

plt.title( )
plt.xlabel ( )

plt.ylabel ( )

plt.show ()

Es ist moglich mehrere Plots einer Abbildung durch mehrfachen Aufruf von plot hin-
zuzufiigen, bevor show aufgerufen wird. Die Art (Linie, Punkte, durchgezogen, gestrichelt)
und Farbe des Plots wird durch ein zusétzliches drittes Argument in plot gewéhlt. Zum
Beispiel wahlt einen Plot mit Datenpunkten in Griin aus und einen Plot mit
einer gestrichelten Linie in Blau.

from math import *

import matplotlib.pyplot as plt
x=[-15+(a*30/99) for a in range (100)]
y=[sin(a)/a for a in x]

plt.plot(x,y)

z=[2*sin(a)/a for a in x]

plt.plot(x,z, )
v=[3*sin(a)/a for a in x]
plt.plot(x,v, )
plt.show ()
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Funkionen

factorial(x)
exp(x)
log(x)
logl0(x)
pow(x,y)
sqrt (x)
cos(x)
sin(x)
tan(x)
acos (x)
asin(x)
atan(x)
cosh(x)
sinh(x)
tanh (x)
acosh(x)
asinh(x)
atanh(x)
erf (x)
erfc(x)
gamma (x)
pi

e

Tabelle 1: Ubersicht wichtiger mathematischer Funktionen, die in math definiert werden.

Farbe
Rot

Griin
Blau
Cyan
Magenta
Gelb
Schwarz

Argument

Argument

Linientyp

durchgezogene Linie
gestrichelte Linie
punktierte Linie
gestrichelt-punktierte Linie
Punkte

gefiillte Kreise

gefiillte Dreiecke

Tabelle 2: Buchstaben mit denen die Farbe eines Plots (links) und Symbole mit denen die Art
des Plots (rechts) mit matplotlib.pyplot beeinflusst werden kann.
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6 Differentialrechnung in R

6.1 Ableitungen elementarer Funktionen

Definition 6.1
1. Sei f: D — R mit D C R eine reellwertige Funktion einer reellen Unbekannten.

Die Funktion f heifit differenzierbar im Punkt z¢ € D, wenn der Grenzwert

lim f(z) = f(z0) f(zo+h) = f(zo)

bzw. lim
T—XT0 T — Xo h—

0 h

in R existiert. Dieser Grenzwert wird mit f’(x¢) oder j—i(xo) bezeichnet und die Ableitung
von f an der Stelle zg genannt.

2. Die Funktion f heifit differenzierbar auf I C D, wenn f in jedem Punkt zg € I differen-
zierbar ist.

3. Die Funktion f': Dy — R mit Dy := {zg € Dy : f'(x0) € R existiert} heifit Ableitung
von f.

4. Die Tangente im Punkt (zq, f(x¢)) an den Graphen G(f) ist definiert durch
T(z) := f(zo) + f'(z0) - (x — ), z€R

Satz 6.2
Wenn die Funktion f : D — R, D CR im Punkt xq differenzierbar ist, dann ist sie dort auch

stetig.

(aber nicht notwendigerweise umgekehrt).
Beweis:

lim [/(2) — f(zo) = tim | L =L0)

T—T0 T—x0 T — X0

Beispiel 6.3
1.

CcC—C
fl@)=c: Jim == = lim0=0

= (@) =

2. f(x)=a-z+b

. a-(xo+h)+b—(a-x0+Db) . a-h
lim =lim — =a
h—0 h h—0 h

= J(#)=a

Tx)=a - (x—z9)+a-z9o+b=a-z+b= f(x)
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Abbildung 6: Die Tangente an die Exponentialfunktion an der Stelle zg = 1. Die Steigung der

64

10

f—T(z)=e+e (x—1)

Tangente ist gleich der Ableitung f’(z).

. (xo +h)" —ap . af +nx) Th+ @xﬁ”iﬂ + .o+ nwgh™ 1t + B — 28
im ~———= = lim
h—0 h—0 h
—1
= lim na:g_l + M:cg_Qh + o nzoh" % 4+ h”1>
h—0 2
-1
=n-x

flx) =z
fiir xg > 0:
i Y2~ V0 VT —\/To ~ lm 1 _ 1
T—=T0 X — X T—T0 (\/54—\/;1;70)(\/5_\/3370) T—T0 \/54—\/3370 2\/1’»0
11 1
/ _ - - 1/2
fiir xg =0:
lim\f_\m:l L:oo
z—=0 x—0 z—0 /T

= Wurzelfunktion in x = 0 nicht differenzierbar, senkrechte Tangente

)



fx)y=2", € D=R\{0}, neN

1 1 1 : 1 af — (z0 + h)"] siche 3. —n - 7§
im— | ——————| = lim =7 0
h—0h | (zo+h)"  xf -0 xy - (xo + h)" h zf - xy
= —nxan_l
= fl(x) = —na™"!

3. bis 5. lasst sich verallgemeinern zu:

flz)=2% a€R = f(z)=a 2*"

T falls z >0
f@) =zl = {—x falls 2 < 0

was ist am Punkt zg = 07

lim M: lim @: lim Ezl
h—0t h h—0+ h h—0+ h

. f(h) = fO) . A . —h

1 —rl =] =1 — =1
hg(gl— h hgg— h hgg— h

= QGrenzwert existiert nicht fiir xg =0

= Ableitung an der Stelle g = 0 nicht definiert
1 falls x > 0

= fllz)=< -1 fallsz <0
A falls z =0

7. f(z) = sin(x)

Additionstheoreme:

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(z £y) = cos(z) cos(y) F sin(x) sin(y)

lim sin(xo + h) — sin(xo) i sin(xg) cos(h) + cos(xp) sin(h) — sin(zo)

h—0 h ~ ho0 h
— lim sin(zg)(cos(h) — 1) 4 cos(zg) sin(h)
" ho0 h
. . cos(h)—1 . sin(h)
= sin(zo) }lllg%) — + cos(zo) %136 A

Zahler und Nenner gehen jeweils gegen Null.
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Reihendarstellungen:

oo h2n+1 hl 0 h2n+1 0 h2n+1
h _1\n = (=1 0 _1\n —h -1 n
sin(h) T;( e - U +HZ::1( Va1 +Zl( 1
e h2n hO o0 h2n & h2n
h -1)" = (-1)° —1)" =1 —1)"
) . cos(h)—1 . sin(h)
sin(zo) }ILILI%) — + cos(zp) }llli)% Y
= sinta) iy (5 | S0 = ) - ostan iy (13-
= sin(zo) lim { - 2 @n)! N cos(zp)
= cos(zp)
= f'(x) = cos(x)
8. f(z) = cos(x)
analog zum Sinus zeigt man:
f'(x) = —sin(z)
9. f(x) =¢"
eroth _ oo e"o (eh — 1) h—1
lim ———— = lim ————= = ¢ |j
h0 h B0 h S h
Reihendarstellung:
el = i W =1+4+h+ Z
N n! n!
n=0 n=2
h hm n—1
wo 1. € —1 . 1 . h
eo}lllg%) . _eOhmh<1+h+nz:2_1)_60151010(1—'_”2; )
= eIO

Anmerkung 6.4
Wichtige Unterscheidung: sin h = sin(h) ist der Sinus der Variablen h. Dagegen ist sinh(z) :=

L*;ﬂ der sogenannte Sinus hyperbolicus und cosh(z) = % der Cosinus hyperbolicus (da-

mit lassen sich dann auch Tangens hyperbolicus tanh(z) = i:;}ﬁ((?) und Cotangens hyperbolicus

coth(x) == Z?j}}i((z)) definieren).
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c 0

9 a - xa—l
sinx COS T
cosr —sinx
er e
Inx %

Tabelle 3: Die Ableitungen einiger wichtiger Funktionen

6.2 Ableitungsregeln
Satz 6.5
Die Funktionen f : Dy — R und g : Dy — R, Dy, D, C R seien im Punkt xg € Dy N Dy
differenzierbar.

Dann sind die Funktionen f + g, f-g und falls g(xo) # 0 auch 5 im Punkt xo ebenfalls
differenzierbar.

Es gilt:

e Summenregel: (f £ g) (xo) = f'(x0) = ¢'(x0)
o Produktregel: (f-g) (x0) = f'(x0) - g(xo) + f(x0) - ¢'(x0)

/ ’ /
o Quotientenregel: (5) (zg) = ! (3’0)'9(?;();)];)(;60)'9 (o)

Beweis: Aus Definiton der Ableitung
Beispiel Produktregel:

lim = [(f - 9)(z0 +B) — (- 9)(x0)] = Jim

= }LIL%% [f(zo + h) - g(xo + h) — f(zo + k) - g(z0) + f(wo + h) - g(w0) — f(x0) - g(w0)]
g(zo +h) — g(x0) f(zo+h) — f(x0)

= lim f(zo+h) Y + g(zo) - N
= f(xo0) - g'(z0) + g(x0) - f'(0)
O
Satz 6.6 n
Jedes Polynom Py(x) := Y apz®, ar € R, a, # 0 ist in ganz R differenzierbar mit

k=0

n
Pl (z) = Zak ka*~t VreR
k=1
Beweis: Anwendung von Summen- und Produktregel mit

k

(axz®) = ap(@®) + (ap) 2" = ap kaF 1 + 0 2% = ap k2*?
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Satz 6.7 (Kettenregel)

Sei das Kompositum g o f der Funktion f : Dy — R und g : Dy — R, Dy, Dy C R in
einem offenen Intervall I C Dy definiert. Falls f im Punkt xq € I und g im Punkt f(xo)
differenzierbar sind, ist auch g o f differenzierbar und es gilt die Kettenregel:

(g0 f) (o) = g'(f(20)) - f'(20)
Beweis: Wihle 2 so, dass 2 € I.
1. Falls f konstant in einer Umgebung von 2o = f/(x0) = 0 A (go f) () = 0 = ¢'(f(x0))-0.
2. Sonst:
(9o f)(@) = (go N)wo) _ .~ 9(f(z)) = g(f(0))

T—x0 T — I T—T0 T — o
”85 jj’f(*’;fj(’” Fil j;fx“) — ¢ (f(x0)) - f' (o)

2
—

8
1
8
o

-

Beispiel 6.8

<€x2), = 612 -2z

!/
(L) =oy=raternay
—_——
Kettenregel
/. _ Al
= % (Quotientenregel)
g

Anmerkung 6.9
Die Kettenregel ldsst sich auch so schreiben:

Sei h(z) := (g o f)(x) = g(f(x)) und y := f(z)

dh_dg dy
de  dy dzx

Satz 6.10 (Ableitung der Umkehrfunktion)
Seiy = f(x) auf dem Intervall I C R stetig und streng monoton, so dass die Umkehrfunktion
f71: f(x) = R emistiert. Ist f im Punkt xo € I differenzierbar mit f'(xqg) # 0, so ist auch f=!
im Punkt yo := f(xo) differenzierbar und es gilt:

1
f'(x0)

(f 71 (o) =
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Beweis: Sei {x,}nen eine Folge mit hm Tp = Tg sowie T, # xg N xn, € I Yn € N. Sei

Yn := f(x,) dann gilt wegen der Stetlgkelt von f(x)
3B U = 15, T ) = w0
) ) )~ S ()

Yn Y0 Yn — Yo F(@n)=f(z0) f(xn) — f(z0)

Stetigkeit_von f(x) lim Ty — X0 . 1
wn—wo f(zn) = f(zo)  f'(20)

Beispiel 6.11
Wir suchen die Ableitung von Inx.
Definieren wir y = f(z) := e dann ist z = f~!(y) = Iny die Umkehrfunktion.
1 1

1
Iny) = —=—=- VYy>0
(ny) (ex)/ ex y y

Damit ist % die Ableitung von Inz.

3-Minutes Python 9

Mit dem Modul sympy lassen sich Ableitungen von Funktionen berechnen. Wie bei Computer-
Algebra-Systemen iiblich wird dabei die Ableitung ,,symbolisch“ berechnet. Dazu muss Py-
thon zunéchst mit Hilfe der Funktion symbols mitgeteilt werden, dass die entsprechenden
Variablen nun Symbole fiir Variablen sind. Dies geht auch fiir mehrere Variablen gleich-
zeitig. Danach kann eine beliebige Funktion dieser Symbole mit Hilfe von diff (f(x),x)
berechnet werden. Das erste Argument ist dabei die Funktion, das zweite die Variable nach
der abgeleitet werden soll. Die Funktion init_printing() sorgt fiir eine schénere Ausgabe
der Ergebnisse. Noch besser wird die Anzeige wenn init_printing(use_unicode=True)
verwendet wird.

>>> from sympy import x*
2 >>> x,y,z=symbols( )

>>> init_printing(use_unicode=True)
4 >>> diff (cos(x),x)

-sin(x)
6 >>> diff (exp (x**2),x)

2xx*exp (x**2)

Maochte man die Ableitung als Funktion speichern, kann man das Ergebnis von diff auch
einfach einer Variablen zuweisen. Mochte man die Ableitung an einer bestimmten Stelle
auswerten, dann muss man die Variable mit einem Wert substituieren. Dafiir gibt es die
Methode subst (symbol,value). Dies liefert immer noch eine méglichst exakte Darstellung
zuriick. Mochte man stattdessen eine FlieBkommazahl, muss man anschlieBend noch die
Methode evalf () aufrufen:

>>> from sympy import x*
2 >>> x,y,z=symbols( )
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>>> g=diff (exp (x**2) ,x)
4 >>> g.subs(x,2)
4xexp (4)
6 >>> g.subs (x,2) .evalf ()
218.392600132577

6.3 Hohere Ableitungen

Definition 6.12
Es sei f: D — R gegeben. Dann gilt, falls die entsprechenden Ableitungen existieren:

(@)= () (@), @)= (") (2),...
allgemein:
/
Fr @) = () (@).
Wir nennen f((z), n € Ny die n-te Ableitung der Funktion f im Punkt = € D, wobei

fO2) = f(2).

Alternative Schreibweise:

F )= S,

— dan

Beispiel 6.13

1.
n n—1 n—2
(e,\-x>( ). (em>< ) _ 2. (em)< )
=AM Yz A eR, neN
2.
f(z) :=sinz
f'(x) = cosx
f"(z) = —sinx
f"(x) = —cosx
9 (z) = sinw
3.
@) =3 at
k=0
n (n—1) n (n—2)
() = (Z ay - k xk_1> = (Z ag - k- (k—1) $k_2>
k=1 k=2
:Zak-kz!‘x "=an-n!-2"" =a, n!
k=n
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Definition 6.14

Eine Funktion f : Dy — R heiflt stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar und ihre
Ableitung stetig ist.

Sie heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn sie k-mal differenzierbar und ihre k-te Ableitung
stetig ist.

Definition 6.15
Sei I C R ein Intervall oder eine Vereinigung von Intervallen. Dann bezeichnet

1. €°(1) := €(I) := {f : I = R: f(x) stetig auf I}, die Menge aller auf I stetigen Funk-
tionen f.

2. €Y(I) := {f : I — R : f stetig differenzierbar auf I'}, die Menge aller auf I stetig diffe-
renzierbaren Funktionen f.

3. Allgemein bezeichnet fiir kK € N
CF(I) :={f : I - R: f k-mal stetig differenzierbar auf I} .

Beispiel 6.16
Die Funktion

xgcos% x#0
0 =0

ist stetig und differenzierbar, da

hQCOS%—O

f'(0) = lim =0

h—0 h
Die Ableitung

() = 2xcos%+sin% x#0
0 z=0
ist nicht stetig bei z = 0.

Die Funktion wére also ein Teil der Menge aller stetigen Funktionen auf den reellen Zahlen
% (R), aber nicht Teil der Menge aller stetig-differenzierbaren Funktionen ¢ (R)

3-Minutes Python 10
Hohere Ableitungen lassen sich in Python ganz einfach durch Angabe des Grads der Ab-
leitung als drittes Argument der Funktion diff berechnen:

>>> from sympy import x*
2 >>> x=symbols( )
>>> diff (cos(x),x,2)
1 —cos (x)
>>> diff (exp(x**2) ,x,3)
6 Axx* (2*%x**2 + 3)xexp (x**2)

Mit Hilfe der bisher kennengelernten Methoden lasst sich die Ableitung auch plotten:

>>> from sympy import x*
2 >>> x=symbols( )
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>>> px=[0.1*%i for i in range(-50,51)]
4 >>> py=[g.subs(x,i) for i in px]

>>> import matplotlib.pyplot as plt
6 >>> plt.plot (px,py)

>>> plt.show ()

6.4 Ableitung komplexwertiger Funktionen

Satz 6.17

FEine komplexwertige Funktion f :=u+1iv : D — C mit D C R ist im Punkt xg € D genau
dann differenzierbar, wenn sowohl u als auch v in xo differenzierbar sind. Die Ableitung f'(zo)
ist dann gegeben durch

f(wo) = u'(x0) + iv' (20)

Beispiel 6.18
1.

(eix)/ = (cosz +isinz) = —sinx +icosz =

=i-(cosx+ising)=i-e”

el$

~ l+4cosz 1+COSJ}+Z 1+ cosz
u(z) v(x)
(1+cosx)(—sinz) —cosx (—sinz)
(1+ cosx)? N
—sinx — cosxsinx + cosx sinx
(14 cosx)?

cos T . sinx

f(z)

v (z) =

—sinz
(1 + cosz)?
(14 cosx)cosz —sinz(—sinx)
(1 + cosz)?

cosx + cos® x + sin® z 1+ cosx

(1+ cosx)? (1 + cos)?
_ 1
~ 1l+cosz
—sinz 1 _ —sinz +i(1 + cosx)

P = Treosal T Wreoss) ~ (Lt cosa)?

V'(x) =
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Alternativ durch Anwendung des Ergebnisses aus 1.:

() = (1 + cosx)ie’™ — e (—sinx) _ e [(1 + cosx) i + sin ]
(1 + cosz)? (1 + cosz)?
_ (cosx +isinx) - [(14 cosx) i+ sinz]
(1 + cosz)?
_ icosz +i?sinz +icos?x +i%sinx cosz + sinw cosx + isin’x
(14 cosx)?

_ —sinz +4(1+cosx)
(14 cosx)?

Anmerkung 6.19
1. Summen-, Produkt- und Quotientenregel gelten auch fiir komplexwertige Funktionen

2. Ebenso die Kettenregel, falls das Kompositum definiert ist (g o f mit f : Dy — R,
g: Dy — C)

6.5 Extremwerte, Mittelwertsatz und Monotonie

Definition 6.20
Sei f: Dy — R, Dy C R eine Funktion. Dann heifit o9 € Dy lokales oder relatives Extremum,
wenn es ein Intervall [a,b] C Dy gibt mit xy € [a,b] und

f(z) < f(zo) Vo € [a,b] (lokales Maximum)
f(z) > f(zo) Vz € [a,b] (lokales Minimum)
Satz 6.21

Hat die reellwertige Funktion f: Dy — R, Dy CR ein relatives Extremum in xg € Dy und ist
f differenzierbar in xg, so gilt notwendig f'(x¢) =0

Beweis:
Nehme Maximum in xg an.
Es gibt ein Intervall [a,b] C Dy um x¢ €]a, b[ mit:

Ax oz —xp >0 falls z < 29

Af — flz) = f(=x0) {SO falls © > xg

Da f differenzierbar in zg, existieren die Grenzwerte

A A
0< lim —f:f'(xo): lim —fgo
=T x x—)zar x
= Es muss f’(z9) = 0 sein. O

Achtung: Nur notwendige Bedingung, z.B. ist f(z) = 2® = f'(z0) = 0 fiir 79 = 0, aber hat
nur Wendepunkt bei xg = 0.

Auch nicht differenzierbare Funktionen kénnen Extrema haben, z.B. hat |z| ein Minimum
bei z = 0.
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Satz 6.22 (Satz von Rolle)
Sei f: D — R, DCR in[a,b] C D stetig und in |a,b[ differenzierbar. Falls f(a) = f(b) gibt
es mindestens eine Stelle & €]a, b mit f'(§) =0

Beweis:
e Falls f(z) =c,ce R= f'(§) =0 V¢ €la, b]

e Falls f(z) nicht konstant = nimmt auf [a, b] nach dem Extremalsatz 2 sowohl Ma-
ximum als auch Minimum an, die Extrema sind dabei verschieden. Da f(a) = f(b) = es

muss ein Extremum in ]a, b] geben. Satz §.21 3¢ €la, b[ mit f'(§) =0

U
Satz 6.23 (Mittelwertsatz, MWS)
Sei f: D — R, D CR stetig in [a,b] C D und differenzierbar in ]a,b[. Dann gilt:
3¢ €]a, b mit f/(£) = f(bi : g(“)
Beweis:
Die Hilfsfunktion g(x) := f(x) — 14)= (]: @ . (x — a) ist ebenfalls stetig und differenzierbar.
b) —
o(a) = fa) - TOID 4y i)
o) = 1) - PO oy = ) )+ 1) = (@)
mit Satz von Rolle = 3¢ €]a, b[ mit ¢'(£) =0
= e =10 - 18D
f(
- rig - £t
O
Anschaulich:

Fiir mindestens ein £ € [a, ] ist die Tangente an den Graphen von f parallel zur Geraden

durch (a, f(a)) und (b, f(b)).

Beispiel 6.24
Wir zeigen, das |siny —sinz| < |y — z| Vz,y € R:
Annahme: z < y (sonst vertauschen wir die Werte)
Sinus ist in jedem Intervall [z, y] differenzierbar.
Mit Mittelwertsatz = 3¢ €]z, y[ mit smz& = (sin¢) = cos&

T

Da |cosz| <1 Vo e RS |siny —sinz| = |cosé| - ly — z| < |y — x|

Satz 6.25
Fiir eine auf dem Intervall I C Dy differenzierbare Funktion f : D — R, D CR gilt:
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1. f'(x) >0 Vo € I = f ist auf I streng monoton wachsend
2. f'(x) <0 Vo el= fistauf I streng monoton fallend

3. f'(x) >0 Ve el < f ist auf I monoton wachsend

4. f'(x) <0 Ve el < fist auf I monoton fallend

5 fl(x)=0Vx el < f ist auf I konstant

Beweis:
“=" Mittelwertsatz:
HOE W fiir beliebiges = > x¢ und £ €]z, |
— X
ZL fw) = flwo) + 1'(€) - (x — o)
= f(x) > f(xo) falls f'(€) >0 V& €]ao, ]
f(x) < f(zo) falls f/(&) <0 VE €]xo, x|
f(@) = f(xo) falls f'(§) =0 V¢ €] [
“e fir 3l + @

Definition fiir monoton wachsend (Def. [5.13)):

f(z) > f(xo) Vo,z0 € I mit z > x

| J@) ()
T — xo

- f,($0) Satz .18 lim f(x) — f(z0) >

T—T0 T — X -

>0
0

analog fiir monoton fallend.
“< firffl: f(z) =c= f(z)=0 O

Folgerungen 6.26
Seien f: Dy - Rund g: Dy = R, Dy, Dy, CR auf I C Dy N D, stetige und differenzierbare
Funktionen mit f/(x) = ¢'(z) Va € I, dann gilt dass

f(z) =g(x) + ¢ Va el mitceR = const.

Beweis:

(f—9)(x)=f(2)—g(x)=0
= (f—g)(x) = f(x) — g(z) = const.
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6.6 Die Regeln von L’ Hospital

Satz 6.27 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien f : Dy — R und g : Dg — R, Dy, Dy C R auf [a,b] € Dy N Dy stetig und auf ]a,b]
differenzierbar, sowie ¢'(x) # 0 Va €la,b[. Dann gilt:

£~ fa) _ £1(©)

e tlmit ) = gt) = 9
Beweis:
Setze F(x) := f(z) — L0 - (g(x) — g(a))

gy O = f@)

Fla) = f(a) = =~ 0(@) —9(a) = f(a)
P (ORN ()

FO) = f0) = o5 ga) - 90 —9(@)
= F(b) = f(0) + f(a) = f(a) = F(a)

/ o f(b) — f(a) /
f1(&) _ f(b) — fla)
9O~ 9 gla)

Satz 6.28 (L’ Hospital-Regel)
Seien f: Dy = R und g : Dg =+ R, D¢, Dy C R auf [a,b] \ {0} mit zg € [a,b] C Dy N D,
differenzierbar und gilt:
1. xlg&lo f(z) = xlg&log(m) =0
oder

2. lim f(z) = lim g(z) = +o0

T—T0 T—T0

sowie ¢'(x) # 0 Va €la, b[\{zo}.

Existiert ferner der Grenzwert ¢ := lim f:(x) mit ¢ € RU{—o00, 00},
r—xg 9 (z)
dann gilt lim L& = lim £ —
z—azo 9(2) sy 9 (@)
Dies gilt auch fiir xo = a, xg = b (einseitige Grenzwerte), g = a = —o0 und xg = b = 400.
Beweis:
1. a)zp€eR

Falls f(z) und g(z) an der Stelle 2y nicht definiert/unstetig sind ergénzen wir
f(@o) = g(z0) =0.
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mit verallgemeinertem MWS gilt:

E:=x0+ A (z —2p) mit 0 < A < 1 mit:
f@) @) - f) _ L)
g(x)  g(x) —g(zo)  g'(£)

Fir x — g = £ — xog.

b) xg = o0

Setze x := L, dann ist ¢ = — % = —y%.
Yy x
Betrachte nun die Grenzwerte fiir y — 0% oder y — 0

F@) =41 (1> o= <1)
9'(90):;;9 <;> y = - 2d9< )

) i
)

f'x) vy (l l)
= lim lim id Y lim LAY
zotoo ¢'(x)  y—0t _ (1 g0t d (1)

y ay9 \y

ab hier wie Beweis zu 1.a)
2. Betrachte
1 1
lim — = lim —— =0
B () oo g(a)

ab hier wie Beweis zu 1.

Beispiel 6.29
1.

27-9-15—-3=0

-2 —51x-3
lim

I 3:02—233—5_27—6—5

16
im = —
=3 32 _Tr—6 =3 6x —7 18 -7 11
| S—
27—21—6=0
2. Seien o, 3 € RT
axr aeam
lim — lim =400
r—+oo T z—+oo 1

az \ B
eaa: . e B
lim — = lim [ —

r—400 xﬁ T—+00 €T

= Jede Exponentialfunktion wichst stéirker als jede Potenz von x

h_}m (Po(z)- e *") =0 Va > 0 und jedes Polynom P, (z)
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. 1 1 . sinx —x . cosx — 1
lim | — — =lim—"—=lim——

z—=0\xr sinzx z—0 xsinx z—0 T cosx + sinx
—0
—
. —sinx
= lim =0

xz—0 —xsinx + cosx + cos

—2

6.7 Taylorreihen

Satz 6.30

Fiir eine gegebene Funktion f: Dy — R, Dy C R gebe es ein offenes Intervall a,b[C Dy auf
dem f € €"(Ja,b]). Dann ezistiert in jedem Punkt xo €]a, b genau ein Polynom T, (x,xq) vom
Grad hichstens n € N mit der FEigenschaft:

f(x) =T, (x,z0) + Rp(z,20) Vo €la,b]

lim To(@:20) _
T—T0 ([1; — xo)”

T (x,xg) ist das Taylor-Polynom n-ten Grades der Funktion f im Entwicklungspunkt xo mit
der Darstellung

=~ 1
T (x,xz0) = Z h F® () - (& — z0)*, z€R.
k=0 """

Ezistiert im Punkt xo €]a,b| auch die (n+ 1)-te Ableitung f™+V)(x), so hat das Restglied die
Darstellung

Ry(z, o) = mf(”ﬂ)(ﬁ), {=z0+ A (x—wo) fiir ein A €]0,1][.

Das Restglied in dieser Form heifit Lagrangesches Restglied der Taylor-Formel.

Beweis:
Wir wéhlen ein festes zg €]a, b[ und z € [a, ], x # ¢ und betrachten dafiir die Hilfsfunktion

n—1

o0 = 50) = 3 SO0 =0, 1€ b
Es gilt:
o(x) = f(x) - kZ_O; 9 - (o - o)t
= J@) = 5 O = @) = f@) = 0
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Wir definieren noch eine 2. Hilfsfunktion

610) = g(0) —gten)- (21}

Tr — X0

G(x) = () — glz0) (“"” )":g@) 0

r — X0

n
T — X

) — g(x0) — glzo) = 0

G (o) = glxo) — alz0) - (

T — X

Satz von Rolle:

=3¢ =z + Ma — x9), A €]0, 1] mit diit) =0
dG(t) dg(t) n-(z -
a (&) = T(f) + g(zo) - w—zo 0
mit
n—1
o) = @) = 3 2 D0 - (o - )
k=0 "
n—1
= @) = G f O - 00— 3 T -
k=1
n—1
S (CRTIOED S RVALIONCEL
k=1
dglt) — 1 _
=100 (190 ke a0 (0 100 -0
n—1
— =0 - X |-t 0 -0 S0 - 0
k=1
1 n n— .
=— =) M (t) - (z —t)" ' (Alle anderen Terme heben sich weg)

Umstellen von und Einsetzen des Ergebnisses fiir d%t) ergibt:

e N
g(wo) = n(z— 61 dt (5)_»”.(1‘75)7171 (=1 U (E)

(x — )"

= ()

n!

(6.1)
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mit Definition von ¢(t):

=1 (x — xo)"
@) =g 1V @) - (& = wo)* = =2 1)
2} !
=1 k K (@—x0)"
= fla) =) 5 fP(wo) - (2 - wo)* + =—=— FO(E) (6:2)
23l !

Da f(")(z) stetig im Punkt z = z gilt:
€)= ) (o) + L(& o) mit. Jim L(€,w0) =0
o
Setzen wir dies in ((6.2)) ein, erhalten wir

)+ T e a6

Ry (CC,.”,EO)

x —x)"

Tn(I,IO)
Fiihren wir die obige Betrachtung ein Glied weiter erhalten wir aus

(1: _ :Eo)"+1

n 1 .
= f(x) = kZO @) (@ =)+ ES T (6:4)

Tn(z,x0)

Aus dem Vergleich von und lasst sich direkt das Lagrangesche Restglied ablesen. [

Lasst sich eine obere Schranke fiir ‘ f ("“)(x)’ angeben, so kann man den Fehler abschétzen.

Satz 6.31
Sei f: Dy =R, Dy CR gegeben und f € €°°([a,b]). Dann gibt es an der Stelle xo €a, b[ die
Taylor- Entwicklung von f:

1
fl@)y=>" h F® (@) - (z — 20)*  Va € [a,b]
k=0
falls
: T (iL‘ — xo)n+1 (n+1) _
Jim Ry (z,20) = Jim BCES f (§) =0 Vz € [a,b]
Die entstehende Reihe heif$t die Taylor-Reihe von f.
Beispiel 6.32

1. f(z)=¢€"
:>f(k) = ¢e% und f(k)(()) =e’=1VkeN,
iex—ii (gp_())k_|_ il M mit0< <1
_kzok! (n+1)!
= =4 e
| |
— (n+1)
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"(x) = —sinz
"(z) = —cosx
@ =sinz

—1)*cosz n=2k+1

= 70 {(—1)k n=2k+1

= f)(z) = {E_l)ksmx n =2k

m+1

sinx = Zf k) m f(m+1)()\l') A 6]0, 1[
m gerade
gerade Indizes ungerade Indizes
m/2 ) x2k m/2-1 (ri1) L2+ Lmt )
= — 0)- - fim A A €]0,1
Zf %! ;0 L O G Ty /7 (e Aeldl
B (=1
=0
m/2—-1 2%k+1 m+1
T T
= —1)k (=1)™2cosAz A €]0,1
kzo( Pk Ty YT cosAr Al
Umnumerieren mit n =m/2 —1 <= m =2n+2:
22k+1 22043 -
= (=" Ax A €]0,1
Z BTl T @y U eosda A€l
m ungerade
gerade Indizes ungerade Indizes
(m=1)/2 k) (m—l)/2 ki) p2k+1 2l ( |
_ 2 2k+1 . X m+1 A b 1
sinz = Z f 2k;' kzo RN o ey T e s TR ARG B LR
N (—=1)k
=0
(m-1)/2 2%+1 m+1
T x
= -1 k (=1 (m+1)/2 o 1
kzzo D orxm Yo Y sindz A €], 1]

Umnumerieren mit n = (m —1)/2 <= m =2n+ 1:

.'E2k+1 :C2n+2 1
=Y (-1 S(~1)"sindz A €]0,1
2 i ey YT e AC0l
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Es ergibt sich die gleiche Formel fiir gerades und ungerades m, die Restghedabschatzung

flir gerades m zeigt Jedoch fiir gentigend grofles n eine schnellere Konvergenz mit n :;’)

(im Gegensatz zu {onsay fur ungerades m).

2n+2)

. Analoge Uberlegung fiir f(x) = cosx

(=D)Fcosz  n=2k
(=D lsing n=2k+1
(-D)F n =2k

0 n=2k+1

Es bleiben hier die Terme fiir die geraden Indizes stehen. Wir machen wieder eine
Fallunterscheidung wie oben, miissen aber im Fall fiir gerades m umnummerieren mit
n=m/2 <= m = 2n und erhalten daher fiir gerades m

n N $2k (—1)”+1x2n+1

cosw = kzo(—l) on] + n 1) ~sin Az A €]0,1]

und fiir ungerades m

n 2k (_1)n+1x2n+2

=S -1k 2 ccos Az A €]0,1
cosx kZ:O( ) (2k)!+ 2n T 2! cosAz A €]0,1]

Es ergibt sich also wieder die gleiche Formel fiir gerades und ungerades m, die Fehler-

- . . . p2nt2
abschitzung ist aber etwas besser fiir ungerades m mit £ —-;.
(2n+2)!

. Da lim 2" —0 vz eRr

1
n—oo ™

= Fiir alle drei Funktionen gehen die Restglieder gegen 0.

Oo.f[f
,;k

2k+1
sin = kzzo(_ 2k + 1)
o0 2%k
cosT = Z(—l)k 7 VzeR
e

Dies entspricht den bereits eingefiihrten Reihenentwicklungen.



1.5

0.5

sin x T3 T, T11
Ty — T5 To
I I I I
1 1 1 1
-20 -10 0 10 20
sin x Tao
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Beispiel 6.33

f™Ma)y=(=)""1 - (n—1! ¥neN
o (CF p (D" (=1t
ilnx_kzﬁk-(x—l) + (1) en
mit{:=1+A-(z—-1), 0<A<1
| R ( 1)‘_ﬂ
MO ) g

Abschétzung: Betrag des Restglieds bzw. Wert des Bruches fiir festes  und n maximal, wenn
& so gewahlt ist, dass Nenner minimal.

1. x>1

Nenner minimal falls £ =1

(x_l)nJrl
n+1
(x—1)<1fallsx <2

= li_)m |Ry(z,1)| =0 Vx € [1,2]

2. 0<zr<1

Nenner minimal falls £ = z, da £ zwischen z und 1.

(1 . x)n+1 (l _ 1)n+1
— X
(n+1) - antl n+1

= [Rn(z, 1)] <

(1 —1) < 1fallsz > 1/2. Fiir & < 1/2 liisst sich keine Konvergenz zeigen, da (1 — 1) — oo
fiir n — oo.

Mit einer anderen Restglieddarstellung nach Cauchy lésst sich aber zeigen, dass die Tay-
lorreihe fiir den Logarithmus auch im ganzen Intervall ]0, 1] konvergiert.

= Taylorreihe fiir lnz = ) # -(z—1)* um den Entwicklungspunkt x¢ = 1 konvergiert
k=1
nur fiir z €]0, 2]
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6 L

o-
o
&
-
—
&}

Falls x = 2:

I G A o Y
=In2=>" - > (-1

k=1 k=1

| =

Dies ist der Summmenwert der alternierenden harmonischen Reihe.
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3-Minutes Python 11

In Sympy gibt es die Funktion series, die eine Taylorentwicklung einer Funktion berech-
net. Dabei ist das erste Argument die zu entwicklende Funktion, das zweite Argument die
Variable nach der entwickelt werden soll, das dritte der Entwicklungspunkt und das vierte
Argument die Anzahl der Entwicklungsglieder (bzw. den Grad des Taylorpolynoms plus
eins).

>>> from sympy import x*
2 >>> x=Symbol ( )

>>> series(cos(x),x,0,3)
41 - x*%2/2 + 0(x*%*3)

Der letzte Teil des Ergebnisses ist die Fehlerordnung. Um mit der Funktion tatséchlich zu
arbeiten muss dieser Teil mit der Methode remove0() entfernt werden.

Hier ist ein Beispielprogramm um die Entwicklung des Sinus bis zum Polynomgrad 18
zu berechnen und graphisch darzustellen:

from sympy import x*
2 import matplotlib.pyplot as plt
x=Symbol ( )
4 f=sin (x)
px=[-10+(i*20/99) for i in range (100)]
6 plt.ylim(-2,2)
py=[sin(y) for y in px]
s plt.plot (px,py)
for i in range(1,10):

10 g=series(f,x,0,2x1i)
print (g)
12 py=[Lg.remove0 () .subs(x,y) .evalf () for y in px]

plt.plot (px,py)
14 plt.show ()

6.8 Kurvendiskussion

Definition 6.34
Sei [a,b] C Dy CR und f: Dy — R sowie xg €]a, b| (innerer Punkt). Dann hat f in x¢ einen

1. Flachpunkt, wenn f’(z) =0

2. Wendepunkt, wenn f’ in xg ein lokales Extremum hat
(notwendige Bedingung: f”(zo) = 0)

3. Sattelpunkt, wenn f in xg sowohl einen Wende- als auch einen Flachpunkt hat.
Satz 6.35
Sei f: Dy - R, Dy CR eine Funktion. Fir [a,b] C Dy gelte f € €"([a,b]). In einem Punkt

xg €la, b| sei

fl(@o) = 0= f"(xo) = ... = f"V(xo), aber f™(zq) # 0
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Ist n eine gerade Zahl, so hat f in xy ein lokales Extremum. Falls

F™(20) > 0 ein lokales Minimum

F™(20) < 0 ein lokales Mazimum

Ist n eine ungerade Zahl, so hat f in xg einen Sattelpunkt.

Beweis:
Taylorentwicklung;:

F@) =32 2 S o) - (2 = w0)* + R, 20)
k=0

f(")(‘aﬁo) L+ (@, 20)
n! (x — xo)"

= f(o) + (z — )" -
—0 falls z—xo
n gerade: Vorzeichen von f(™(z() entscheidend fiir Vorzeichen des zweiten Summanden.
F™(z0) > 0= alle umliegenden Werte groBer als f(zo) = Minimum

F™(z0) < 0= alle umliegenden Werte kleiner als f(zo) = Maximum

n ungerade: Da (x — x)™ fiir ungerade n in xy das Vorzeichen wechselt = zweiter Summand
dndert Vorzeichen = Sattelpunkt.

0

Beispiel 6.36

~

(x)=2°—a*=2 (1-2) D;=R
f'(x) = 32 — 423 = 2% - (3 — 4x)

f(z) = 62 — 122 = 6 - (1 — 2z)
f"(xz) =6 — 24z

W =_24

Nullstellen von f(x) : z9g =0,29 =1

Flachpunkte bei g = 0 und zg = %

Da f”(0) = 0 und f"”(0) = 6 = n ungerade
= Sattelpunkt in zg =0

3 3 9 18 — 27 9

[

= Maximum in zg =
Nullstellen von f”(z): zg = 0 und zo = 3
Da f"(z) dort ungleich Null

= Wendepunkte
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Definition 6.37
Die Funktion f : Dy — R, Dy C R heifit auf einem Intervall [a,b] streng konvex (konkav),
wenn fiir alle zg, z1 € [a, b] gilt:

>) f(@1) = (o)

flz) < f(xo) + pa— (r—x0) Voo <<y

Beispiel:

Konvex: x2

Konkav: —a2

Satz 6.38

Sei f: Dy — R mit f € €%([a,b]). f ist streng konvex (konkav) auf [a,b], wenn
() >0 (f"(z)<0) fir alle x €]a,b].

Beispiel 6.39 ,
Kurvendiskussion fiir f(z) = #;1_2 =: ggi)
Maximaler Definitionsbereich:

Nullstellen von Q(x):
—b+tvb2—4ac
2a

N2

Losungsformel xq,9 = fiir quadratische Gleichung ax? + bz + c:
& /

1418  —1+3
2 2

=2 +r-2)=(x+2)-(z-1)

Da aber P(z) = (z+1) - (z — 1) gilt

T)p = =x; =1, x9g = —2 (Alternativ mit p-¢-Formel)

‘m P($) I'Hospital im 2x . g
z—1 Q(ZL‘) N z—12x+ 1 3

2
= stetige Ergéinzung f(1) = 3
= Dmax(f) - IR\ {_2}

Fa) = { 2=l falls @ € Diax(f) \ {1}
falls z =1

win 8

oder alternativ:

r+1

f(l‘):l,_‘_QeDmax(f)

Keine Symmetrie zum Koordinatensystem

Funktion stetig auf Dy« (f). Einfache Polstelle bei 9 = —2 = Vorzeichenwechsel.
Nullstelle von f(z) bei 3 = —1, 3 Vorzeichenbereiche.

f(x) >0 firz < =2, f(r) <0 fir —2<x< -1, f(x) >0 fiir z > —1.

iy (@ +2)—(z+1) 1
fi(x) = @12 L >0 Vz € Dpax(f)

Immer positiv, keine Nullstelle = keine Flachstellen, keine Extrema.
= f streng monoton wachsend in Dpax(f)
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() = -2 >0 Vz €] —o00,—2[ = f konvex
(x+2)3 | <0 Vo €]—2,00] = f konkav

keine Nullstellen = keine Wendepunkte

Grenzwerte:
. T + 1 I'Hospital 1 z+1
lim = -=1 im = Foo
z—doo 1 + 2 1 z——2%+ T + 2
Wertetabelle:
T 4 -3 -1 0 1 2 -3/2 -5/2

f(z) 322 0 12 2/3 34 -1 3

Graph der Funktion:

| Yy
4
l 1
2 =
””””” A
—4 —2 2 4
=
| —41

Algorithmus 6.40 (Kurvendiskussion fiir eine reellwertige Funktion f)
1. Bestimme Definitions- und falls méglich Wertebereich von f.

2. Priife Achsensymmetrie zur y-Achse oder Punktsymmetrie zum Nullpunkt.
3. Priife Funktion auf Stetigkeit, bestimme Polstellen.

4. Bestimme Nullstellen von f und Vorzeichenbereiche.

5. Berechne Ableitung und bestimme Flachstellen.

6. Priife auf Extrema und bestimme Monotoniebereiche.

7. Berechne f” und bestimme deren Nullstellen.

8. Finde Wendepunkte und Konvexitéitsbereiche.

9. Untersuche Verhalten von f fiir x — +o0.

10. Skizziere den Graphen von f
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7 Integralrechnung

7.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Definition 7.1
Gegeben sei die Funktion f : Dy — R, Dy C R. Eine Funktion F': Dp — R, D C R heifit
auf einem Intervall I C Dy N Dy eine Stammfunktion von f, wenn F'(z) = f(z) Va € I.

Beispiel: Fiir f(z) := cosx ist F(x) := sinx eine Stammfunktion auf I := R.

Satz 7.2
Seien F1 und Fs auf einem Intervall I C R Stammfunktionen einer gegebenen Funktion
f:Df =R mit I C Dy. Dann gilt Fo(x) — Fi(z) = C = const Vo € 1.

Beweis: Mit (Fy(x) — Fy(x)) = Fj(x) — F{(x) = f(x) — f(z) = 0 folgt die Behauptung aus
St

Definition 7.3
Ist ' : D — R auf einem Intervall I/ C Dy Stammfunktion der Funktion f : Dy — R,
Dy C R, dann heifit F' auch unbestimmtes Integral von f auf I. Man schreibt

Flz) = / f(z)dz oder / fda. (7.1)

x € I nennt man Integrationsvariable. Die Funktion f wird Integrand genannt.

Die Menge aller unbestimmten Integrale von f auf I ist durch
/f(x) de = Fo(z)+C, C€R (7.2)

gegeben, wenn Fj eine Stammfunktion von f ist.

Das von Leibniz eingefiihrte Integralzeichen [ leitet sich vom lateinischen Summa (Summe)
ab.

Anmerkung 7.4
1. Integration ist die Umkehroperation der Differentiation.

2. Durch Differentiation ldsst sich iiberpriifen, ob eine Funktion Stammfunktion einer an-
deren ist.

Daher ergeben sich mit A € R folgende Grundintegrale:
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Unbestimmtes Integral Maximaler Integrationsbereich

reR falls n € Ny
[Azmdz = 272" +C, AeR {zeR\0 falls (—n) e N\1
xz €]0,00[ fallsneR\Z

[Ldz=1ln|z|+C z, A € R\ {0}
[erde = 1M+ C r€R, AeR\ {0}
farde = [ehorr = Logh 0 zeR, AeR)\ {0}
cosxdx =sinx + C r eR
J
sinzdz = —cosxz + C reR
J

Anmerkung 7.5
Bei [ % dz ist der Betrag im Logarithmus essentiell, da fiir z < 0

(In |2])" = (In(—z))" =

7.2 Bestimmtes Integral und Riemann Integral

Definition 7.6
Sei f : Dy — R eine Funktion und Z,, = {a = xg,z1,...,2, = b: x; > x;_1} eine Zerlegung des
Intervalls [a,b] € Dy mit Zwischenstellen &; € [z;_1, x;] sowie p(Z,) = maxj—1,_n(2; — Ti—1).

f heiBt auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar, wenn die Folge der Riemann-Summen

Z f gz Ty — xz—l)

fiir jede Wahl von Zerlegungen Z,, und Zwischenstellen §; fiir n — oo mit u(Z,) — 0 gegen
denselben Grenzwert S konvergiert. In diesem Fall heifit S das Riemann-Integral von f {iber
[a, b] mit:

S = /f = lim Sz, = hmﬁOZf &) - (xj —xj-1).

w(Zn)—0 n)

f; f(z)dz heifit auch das bestimmte Integral von f iiber [a,b]. Die Punkte a und b heiflen
untere bzw. obere Integrationsgrenze.
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4 4

Riemann-Summe fiir die Funktion f.
(Quelle: Merz, Knabner: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler)

Satz 7.7 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei F'(x) = f(z), z € [a,b] die stetige oder mindestens Riemann-integrierbare Ableitung einer
Funktion F : Dp — R, Dp CR (bzw. F sei eine Stammfunktion von f auf [a,b] C Dp). Dann
gilt:

b b
b b
/F’(a;) dar = /f(a:) da = F(b) — F(a) = [F(w)} —: F(z)
Beweis:
Sei Z, = {a =xp,x1,...,2, =b:x; > x;_1} eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Dann gibt
es nach dem Mittelwertsatz in jedem Intervall [x;_;, z;] ein & mit
F(b)—F(a) = [F(a:) = F(zi1)] = > [F'(&) - (@i —2i1)] = Y [F(&) - (@ — xi1)]
i=1 i=1 i=1

Vv
Teleskopsumme

Da fiir eine Riemann-integrierbare Funktion alle Zerlegungen fiir n — oo und u(Z,) — 0 gegen
den selben Wert konvergieren muss, folgt die Behauptung. O

Anmerkung 7.8
1. Das dz hinter dem Integranden bezeichnet die Integrationsvariable und leitet sich vom
Az = (xj —x;j—1) ab.

2. Das bestimmte Integral gibt den Inhalt der Fléche an, die vom Graph der Funktion f, der
x-Achse und den Geraden x = a und & = b begrenzt wird. Dabei werden Fliachenstiicke
iiber der x-Achse positiv und unterhalb der x-Achse negativ gezéhlt.

3. Die Definition des bestimmten Integrals ist unabhéngig von der speziellen Wahl der
Stammfunktion F, da sich ein konstanter Faktor C' (um den sich zwei Stammfunktionen
unterscheiden kénnen) in der Differenz weghebt.
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4. Das Intervall [a, b] muss eine Teilmenge des Intervalls I sein, auf dem F'(z) = f(x) Ve € I
gilt, z.B. ist

da % an der Stelle = 0 unstetig ist.

Satz 7.9

Seien f und g reellwertige und im Intervall I C Dy N Dy Riemann-integrierbare Funktionen.
Dann gilt fir a,b,c € I:

1.
/f(x) dz =0
2.
b a
/f(x)dx:—/f(x)dx
a b
3.
b c b
[t@de= [ sdes [ s
4. Gilt g(z) < f(z) Yo € [a,b] dann gilt auch

/bg(:c)dajg/bf(x)da:

5. Die Funktion |f(z)| ist auf [a,b] Riemann-integrierbar mit
b b
[ @] < [15@)] do
6. Seim < f(x) <M =z € [a,b], m,M € R. Dann gilt:

b
m-(b—a)g/f(x)dath-(b—a)

Beweis: Seien F' und G die Stammfunktionen von f und g auf I.
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c b b
3. [f(z)dz+ [ f(z)dz = F(c) — F(a)+ F(b) — F(c) = F(b) — F(a) = [ f(z)dz

a

4. In der Riemann-Summe werden lauter Werte aufsummiert, die fiir g kleiner gleich den
entsprechenden Werten fiir f sind.

5. Fir alle z € I gilt —|f(x)| < f(x) < |f(x)|. Daher gilt nach 4. auch:
b b b
- [l < [ rwar< [15@)a

6. Dam < f(z) < M gilt
b b

mnw—@—/%ngif@ng/AMx—M3®—@

a a

Beispiel 7.10

3
7 3 3
/7x2+3x—2dx— —2d 4+ Za? -2 )
2

37 12

189 27 56 12 133 15
S e R/ R R

3 to 0ot 372
266+45-12 299
a 6 G

Satz 7.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sind die Funktionen f und g auf [a,b] stetig und g(xz) > 0 fir alle x € [a,b], dann gibt es
wenigstens eine Stelle & € [a, b] mit

/b (@) gla) o = 1) [ gla)d.

a

Beweis: Sei m das Minimum und M das Maximum von f(z) im Intervall [a,b] Dann gilt
m-g(x) < f(z)-g(z) <M - g(x) und damit

m/ﬁ@@ﬁjﬂﬁﬁwngjmmm

a
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b
Daher liisst sich f f(z) - g(x) dz darstellen als c - f g(x) dz mit einer Zahl ¢ mit m < ¢ < M.

Nach dem ZWlschenwertsatz gibt es wenigstens eine Stelle £ € [a, b] mit ¢ = f(§). g
Mit dem Mittelwertsatz kann man das Integralmittel definieren:

b
Fimr— [ 1) gla)da
J9(z)dz a

a

Dieses wird an mindestens einer Stelle im Intervall tatsidchlich angenommen. g(z) kann man
dabei als Wichtungsfunktion interpretieren.
Der Spezialfall g(z) = 1 ergibt eine Verallgemeinerung des arithmetischen Mittels

a= %Z?:l Qi

Beispiel 7.12
Berechnung des Schwerpunkts eines Stabes der Lénge ¢ mit Dichte p(z):

1 ¢ I
:cs—foep(x)dx-/ox-p(z)dx—M-/ox'p(x)dx

Dabei ist M = fo x) dx die Gesamtmasse.

7.3 Integrationsregeln

Differentiation ist ein Handwerk, Integration ist eine Kunst.

Differentiation folgt festen Regeln und ist deshalb immer durchfithrbar, wenn eine Funktion
iiberhaupt differenzierbar ist.

Die nachfolgenden Regeln helfen dabei, eine Stammfunktion zu finden, es gibt aber viele
Fille, bei denen es auch fiir integrierbare Funktionen nicht moglich ist eine Stammfunktion
anzugeben.

Satz 7.13 (Linearitét)
Haben die Funktionen f und g auf dem Intervall I C R die Stammfunktionen F und G, so ist
die Funktion AF + pG auf I eine Stammfunktion von Af + pg fir A\, p € R mit:

/df )+ gl dx—A/f o+ [ gla)d.

b

/)\f( )+ pg(z)de = A /f dx—i—u/g(:c)dx Va,b € I.

a a

Beweis: folgt aus der Summenregel fiir die Differentiation. g
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Beispiel 7.14

n n n

/Zaimidx:Zai/xidxzziflxiﬂ—{—C

1=0 1=0 =0

Satz 7.15 (Partielle Integration)
Seien f und g zwei auf dem Intervall I C R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/f@»mwm:ﬁuwwm—/fuyJ@Mx
b
b

- [ f@) @)z

a

b
[ 1@ g@)de = [1(0) - g(a)]
Beweis: Wegen der Produktregel gilt: (f(z) - g(z)) = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢’ (x) und damit

/ﬂ@%d@+f@%d@ﬁwzf@%M®
¢: /f@wmm=f@r¢@—/}uw¢mmx

b
F'@) - g(a) + §(@) - (@) do = [7(@) - g(a)]
' b . b
= [ 1@ g@ds = [1@)- 9@ - [ 1a)-g@) s

Beispiel 7.16

/xexdx:xex—/ewdx:(:v—l)-ez+C’
da mit f'(z) =e* und g(z) =2z = f(z) =e* und ¢'(z) =1

Anmerkung 7.17

Zur Auswahl der zu differenzierenden Funktion gibt es eine Faustregel: Die Funktion im Pro-
dukt, die in der folgenden Klassifizierung weiter oben steht, wird differenziert und die andere
integriert:
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L Logarithmen

I Inverse trigonometrische Funktionen (arcsin, arccos, arctan. .. )
A Algebraische Funktionen (Potenzen)

T Trigonometrische Funktionen

E Exponentialfunktionen

Gibt es auch als ILATE oder DETAIL (umgekehrte Reihenfolge von LIATE mit D von dx fiir
die zu integrierende Funktion)

Beispiel 7.18
1.

/xQSinxdx:—xzcosx+/2xcosxdx
da mit f'(x) = sinx und g(z) = 2% = f(r) = —cosx und ¢'(z) = 2z.
/azcosazdx:xsinx—/sinxdx:xsinx+cosx+0

da mit f'(x) =cosz und g(z) =z = f(x) =sinz und ¢'(z) = 1.

Insgesamt:

/xQSinxda} = —z?cosz + 2xsinz + 2cosz + C = 2zsinz + (2 — x2) cosx + C.

2. Sei a # 0:

1 b
/e“‘” -sin(bz) dz = —€** - sin(bz) — /ea’” cos(bx) dz

a a

1 b1 b
— _ axr i b - — ,ar b _ ar o3 b d .
e sin(bx) . [ae cos(bx) + " /e sin(bx) x]

Nach zweimaliger partieller Integration mit f'(z) = e®” ist ein Term der rechten Seite das
gleiche Integral wie auf der linken Seite. Man kann die Gleichung nach dem gewiinschten
Integral auflésen und erhélt:

b2 axr . 1 ar .: b axr
1+ o e - sin(bx) dzr = e sin(bx) — ¢ cos(bx)

24 p? in(bx) — bcos(b
PN <a + >/eax-sin(bx)da::e”-asm( x) — bcos(bx)

a? a?

asin(bz) — bcos(bx)

C
a? + b2 +

= /eax -sin(bx) dx = **

3. Die Faustregel ist aber hiufig zu einfach, z.B. bei [ 23e*” dz. Hier ist die Substitution
f'(z) = ze*” und g(z) = 22 sinnvoller:
1 1

1 1
/a:Ser dr =22 - 56332 — /xer de = 53526’”2 — 56932 +C = 5 (1’2 — 1) e 4 O
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4. Wihlen wir f'(z) = 1 folgt

z.B.

1
/lnxdx—xlnx—/xdx—xlnx—x—i—C—x(lnx—l)—i—C

T

Satz 7.19 (Substitution)

Sei I eine Stammfunktion von f : Dy — R auf dem Intervall I C Dy und ist die Funktion

g : Ig = I auf Iy differenzierbar, dann gilt:

/ fg(@) - ¢ (@) dz = F(g(z)) + C

b g(b)
/ F(g(x)) - ¢/ (x) dz = F(g(b)) — Flg(a)) = / ftydt, abel
a g(a)

Ist g € €' (Iy) und ¢'(t) # 0 Vt € Iy, so gibt es eine Umkehrfunktion g~ zu g, und es gilt:

b 9710
[t@ar= [ sa)-gwavaver
@ 97 (a)

Beweis:
Kettenregel:

(F(g(x)) = F' (9(x)) - ¢'(z) = [ (9()) - ¢' ()
AuBerdem gilt

g~ t(b)
/ Fg(®) - g B dt = F (g~ (1)) — F (9(g~"(@))) = F(b) - Fla) = / f(z) dz
g~ (a)

Beispiel 7.20

1.
d@)twm/l
de = —dt=nl|t|+C =nlg(z)|+C
|4 Cdt =i 9(2)
fiir jede Funktion g(x) € €1(I) und g(x) #0 Vx € I.
2.

(Inz)® 4 C.

Inz)®  toina 1
/(mﬂ¢ﬂé /ﬁm23§+0:

T

1
3
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1 . g
/\/1—$2dxx_§nt/ V1 —gin?t-costdt
0 0
3
:/ Vcos?t - costdt
0

2
= / cos® tdt
0

/COSQZ‘d:L‘:SiIll‘COSl‘—F/Sian'dl’

N.R.

:sinxcosx+/1—cos2xdx
:sinxcosx—i-x—/coszxdx
<:>2/0082xdx:sinxcosx+x
2 L.
<= [ cos wdx:§(81n$cos:c+:v)+(}'

Einsetzen:

1 1 Z
/ V1—2?2dz = {(sinxcosx—i—a:) =
0 2 0

I

3-Minutes Python 12

Mit Sympy lassen sich ganz einfach Integrale berechnen (sofern diese existieren und mit den
Mitteln von Sympy berechenbar sind). Dazu gibt es die Funktion integrate, die als erstes
Argument einen Ausdruck erhilt und als zweites Argument entweder die Integrationsva-
riable (unbestimmtes Integral) oder ein sogenanntes Tupel (mehrere Werte in Klammern)
aus Integrationsvariable, Untergrenze und Obergrenze (bestimmtes Integral). Beachte: bei
unbestimmten Integralen ldsst Python die Integrationskonstante weg.

>>> from sympy import x*
2 >>> x=Symbol ( )

>>> integrate (1n(x) **2/x,x)
1 log(x)*%*3/3

>>> integrate (sqrt (1-x**2) ,(x,0,1))
6 pi/4

7.4 Uneigentliches Integral

Definition 7.21
Sind im Integral

S = /abf(a:)da;
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nicht beide Integrationsgrenzen endlich oder ist der Integrand f nicht an beiden (endlichen)
Intervall-Enden a und b beschréinkt, so dass entweder liril |f(z)| = +o00und/oder lim+ |f(z)] =
r—b— Tr—ra

+00, so heifit das Integral (7.21)) ein uneigentliches Integral. Existieren die Grenzwerte

b b
= lim / f(z)dz bzw. lim f(z)dz bzw. S = lim f(z)dx

b—+o0 a——o0 J, %::-4_-22 a
oder
b—e b b—e
S = e1—1>%1+ f(z)dz bzw. el—1>r(§l+ . f(z)dz bzw. S = 61—1>I(])a+ . f(z)dx

so heifit das uneigentliche Integral (7.21]) konvergent zum Integralwert S.

Existiert auch das uneigentliche Integral fab | f(x)| dz im obigen Sinn, so heifit das uneigentliche
Integral (7.21)) absolut konvergent.

Beispiel 7.22

1.
1
1 1 w2l [ 1 x_p“]l: 75 fallsp<1
9 i e de 0+ [P ¢ |too fallsp>1
xP e%OJr =1 1
0 = limc 04 [IHM] = +o0
€
2.
1
b z#1 lim [ 1 x_p+1]b I = falls p > 1
@ — lim 2P dx b—r-+oo LPH 1 +oo fallsp <1
xP b—+o0 =1 b
1 1 = limp_ 00 [ln:n|] = 400
1

3-Minutes Python 13
Mit Sympy lassen sich zum Teil auch uneigentliche Integrale berechnen. Das Symbol fiir
Unendlich ist dabei oo, bzw. -oo (also zweimal ein kleiner Buchstabe o).

>>> from sympy import *
2 >>> x=Symbol ( )
>>> integrate (1/x**2,(x,0,00))

4 00

>>> integrate (1/x**2,(x,1,00))
6 1

>>> integrate (1/x**2,(x,-00,-1))
s 1

Allerdings heifit es hier Vorsicht zu bewahren Sympy integriert iiber Diskontinuitéten
hinweg. Zum Beispiel erhélt man fiir f 2 dx das falsche Ergebnis —1

(o0}

>>> integrate (1/x**2,(x,-00,1))
2 -1
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wéahrend das richtige Ergebnis wére, dass das Integral nicht existiert, da

L —€ ] L 11°¢ 11!
/ — dr = lim — dz + lim — dz = lim [—} dz + lim [— ]
o T a——o00 J. X e—0 ). T a—»—00 x e—0

e—0 e—0

€ €

————
v =00
=00

a

Wie alle elektronischen Hilfsmittel ist also auch Python immer mit Vorsicht zu benutzen.



8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition 8.1

Eine Gleichung zur Bestimmung einer Funktion v = u(z) in der neben der Funktion u(z)
und Ausdriicken in z auch die Ableitungen von w bis zur n-ten Ordnung vorkommen, heifit
gewohnliche Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung. Allgemein kann man diese in der
Form

F(x,u,u',...,u(")> =0

schreiben.
Kann man diese nach der hochsten Ableitung «(™ auflosen:

u™ = f (az,u,u’, ... 7u(”_l)>

so spricht man von einer expliziten gewthnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung, anson-
sten von einer impliziten.

Eine n-mal differenzierbare Funktion u : I — R, I C R heiffit Losung der DGL, wenn sie die
DGL in allen Punkten x € I erfiillt.

Lésst sich die DGL als

Y ai@) - ul (@) + g(z) =0,
=0

schreiben, wobei die Koeffizienten o (z) nur Funktionen von 2 aber nicht von u® fiir 0 <i < n
sind, so sprechen wir von einer linearen Differentialgleichung.

Beispiel 8.2
e Die einfachste Differentialgleichung ist

u'(z) = f(x) lineare DGL 1. Ordnung.

Durch Integration der beiden Seiten

/ o (z) da = / f(2) dz.

erhilt man die Losung

e u/(r) =u%(z) (nichtlineare DGL 1. Ordnung)
e Bewegungsgleichung eines Teilchens unter Einfluss einer konstanten Kraft:

d2
m- Tg = F (lineare DGL 2. Ordnung)

e Schwingung eines Federpendels

+a-— +k-z(t) =0 (lineare DGL 2. Ordnung)
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e Verbrennung von Wasserstoff (Knallgasreaktion):
2H5 + Oy — 2H50

Kinetische Gleichungen:

d.

332 = _k : COZ : C%‘IQ
dzl? =—2k-co, - C%IE (System nichtlinearer DGL 1. Ordnung)
den, o 9

7 =2k-co,

€O, CH, Und cp,o sind die Konzentrationen von Sauerstoff und Wasserstoff, k ist eine
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante.

e Implizite Form:
2
(u . u(5)) +z-u”"+Inu=0 (implizite nichtlineare DGL 5. Ordnung)

Definition 8.3
Ein Anfangswertproblem besteht aus einer gewdhnlichen Differentialgleichung

F (x,u,u’,...,u(")> =0
zusammen mit vorgegebenen Werten fiir die ersten n — 1 Ableitungen:
w(zo) = ug, (o) =u,..., u™ V() = up_y
wobei ug, u1, ..., un—1 gegebene reelle Zahlen sind, die Anfangsbedingungen genannt werden.

Durch die Anfangsbedingungen wird die Losung der DGL eindeutig festgelegt. Der Name
kommt daher, dass DGL hiufig die zeitliche Dynamik eines Systems beschreiben. Die Losung
u(z) beschreibt dann z.B. den Ort u eines Korpers zur Zeit x.

Beispiel 8.4
Zerfallsgesetz:

dN

dt
Anfangsbedingung: N(0) = Ny (Zahl der Teilchen zur Zeit ¢t = 0).

=—-A-N(t) mit A >0 (lineare DGL 1. Ordnung)

Anmerkung 8.5

Eine Differentialgleichungen (insbesondere in expliziter Form) gibt Auskunft iiber die lokale
Anderung der Funktion (bei DGL erster Ordnung) oder deren n — 1-ten Ableitung (bei einer
DGL n-ter Ordnung). Insbesondere fiir DGL erster Ordnung kann man sich ein Bild vom
ungefihren Verlauf der Losung machen, indem man einen Richtungspfeile (Am, o' (u,x) - A:B)
zeichnet. Ax kann z.B. so gewihlt werden, dass die Pfeile jeweils die Linge eins haben. Das
entstehende Bild nennt man auch Richtungsfeld (Abbildung [7]). Daraus lisst sich auch eine
grobe Naherungslosung entwickeln, indem man mit der Anfangsbedingung beginnt und dann
den Richtungspfeilen folgt.
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Abbildung 7: Richtungsfeld (schwarz) und exakte Losung fiir «(0) =
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1 (blau) fiir die Differen-
tialgleichungen u'(z) = —2u(x) (links) und «'(z) = u(x) — = (rechts)

3-Minutes Python 14

Das Richtungsfeld einer DGL erster Ordnung lésst sich mit dem folgenden Python Pro-
gramm plotten. Dabei wurden einige Funktionen aus der Matrixbibliothek numpy verwen-
det (wird im né#chsten Semester ausfiihrlicher behandelt) und die Matplotlib-Funktion
quiver, die Pfeile an den Punkten mit den Koordinatenvektoren x und u und den Léngen-
vektoren dx und du zeichnet.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

min_u = 0 # lower end of urange to be plotted
max_u = 1 # upper end of urange to be plotted
min_x = 0 # lower end of xrange to be plotted
max_x = 10 # upper end of xrange to be plotted
numpoints_x = 20 # number of gridpoints in x direction
numpoints_u = 20 # number of gridpoints in u direction

# specify dependency of derivative of u on x and u in
differential equation
def dgl(x,u):
lambd=2
return -lambd*u

# helper function to calculate lengths of unity vectors
# in gradient direction
def arrow(x,u,dgl):

du=dgl (x,u)

len=np.sqrt (1+dux*2)

return 1/1len,du/len

# make mesh coordinate vectors
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24 X,u =
np.meshgrid(np.arange (min_x ,max_x , (max_x-min_x)/numpoints_x),

np.arange (min_u ,max_u,(max_u-min_u)/numpoints_u))
26 # calculate arrow lengths

dx,du = arrow(x,u,dgl)

25 plt.figure () # generate figure
plt.quiver (x,u,dx,du) # plot arrows

30 plt.show () # draw picture

Das Losen von Differentialgleichungen kann beliebig schwierig sein. Nicht fiir alle Differen-
tialgleichungen lésst sich eine Losung analytisch ausrechnen (Alternative: numerische Losung
— IngMathe IV). Hier sollen nur einige Verfahren vorgestellt werden.

8.1 Losung von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 8.6
Gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung haben die allgemeine Form:

u(2) + f(2)  g(u(@)) = h(z).
Lineare gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung haben die Form:
u'(z) + f(@) - u(x) = h(z).

Ist h(x) = 0 spricht man von einer homogenen linearen DGL, sonst von einer inhomogenen.

8.1.1 Trennung der Variablen (Homogene DGL 1. Ordnung)

Gesucht ist die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung
W (@) = f() - glu(x))

Vorgehen:

1. Falls g(u(x)) # 0 Vz € I kénnen wir umformen

Da nun auf der einen Seite der Gleichung Funktionen von u(x) und auf der anderen Seite
nur von z stehen, erklért sich der Name “Trennung der Variablen”.

2. Wir integrieren beide Seiten iiber das Intervall [z, z]:

iy o

zo

3. Auf der linken Seite substituieren wir mit u = u(x).

u/(w)g(lwdu—/xf(x)dm
u(izo) o
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4. Die Losung erhalten wir dann durch Berechnung der Integrale und Auflésen nach u(z).

Anmerkung 8.7
Dieses Verfahren wird in den Anwendungsfiichern oft auch (mathematisch nicht vollstéindig
korrekt) wie folgt geschrieben:

1. Schreibe Differentialgleichung als
= f(@) - g(u(a)
2. Separiere die Variablen
du
g(u(z))

3. Integriere beide Seiten

= f(z)dx

7)9(1u)du:]f(x)dx
w(zo0) %0

Bei der mathematisch korrekten Schreibweise ist deutlich klarer, welche Integrationsgrenzen
eingesetzt werden miissen

Beispiel 8.8

u'(2) = u’(x)
1. Trennung der Variablen

u'(x)

2@

2. Integration

/xz;(é)) dx:ildx

o xo

3. Substitution

u(z) ) z
/ 2du:/ldx
U
u(xo) zo
4. Loésung:
1 u(z)
A e
u u(zo)
1 1
- — + =T — X0

u(z)  u(zg)
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5. Auflésen nach u(x)

-1 1
u(z) = N = .
.’II—(CC[)—F?O) (IEO+%>—$
Test:
1
o (z) = 5 = u? ()
[(w0+ ) — <]
1 1
u(xg) = ; = - = up.
<$0 + %) — X 70

Die Losung ist nicht definiert fiir x = x¢ + %, die Funktion hat hier eine Polstelle.
Weitere Losung (sogenannte “triviale Losung”): u(x) =0

Beispiel 8.9 (Radioaktiver Zerfall)
Der Zerfall von anfinglich Ny Atomen eines radioaktiven Stoffes wird beschrieben durch

N =-X\-N(t), N(0)= Ny

wobei \ eine Zerfallskonstante ist und N = % die erste Ableitung in der Zeit.
Trennung der Variablen und Integration:

LN _
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Halbwertszeit:

N,
N(tl/z) =Ny - e M = 20
2
1
— At
= 2=
¢ 2
— —Aty, =—1In2
In2

<~ tl/g = T
8.1.2 Variation der Konstanten (Inhomogene lineare DGL 1. Ordnung)

Satz 8.10
Die allgemeine Lisung einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist gegeben durch

u(r) = up(x) + un(z)

Dabei ist u, eine beliebige Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (eine sogenannte
partikuldre Lésung) und uy, die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differential-
gleichung

up (@) + f(2) - un(z) = 0.

Beweis: Seien u; und ug zwei verschiedene Losungen der inhomogenen Differentialgleichung.
Dann ist u; — u9 eine Losung der homogenen DGL:

ur(w) —uz(2))" + f(2) - (ur(z) — uz(2))
= uy(x) — uy(x) + f(z) - ua(z) — f(2) - uz()
(@) + f(@) (@) = (un(2) + f(2) - ua(z))

=h(x) =h(x)

/-\

u

=0

Formal l&sst sich die Berechnung der Lésung der DGL wie folgt beschreiben:

1. Lose die homogene Differentialgleichung durch Trennung der Variablen:

uy,(2)
up ()

Wir 16sen durch Substitution: Sei up(x) # 0 (sonst triviale Losung up(z) = 0)

:/—f(x)dx

1n\uh _ /f _F(z)+C

D)+C* _ O —F(@)

=~ 1)

up(x) = —f(2) - up(z)

Jun(x)| = e

s up(x) e¢” -e*F(‘”) falls up(x) > 0
up(z) = .
" —eC" e F@) falls uy(x) <0
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dabei ist C* eine Konstante und F'(xz) = f(z), d.h. F ist eine Stammfunktion von f.
Wir konnen dies auch schreiben als:

up(z) = C - e F'@
mit einer Konstante C' € R\ 0.

2. Bestimme eine partikuldre Losung u der inhomogenen Differentialgleichung durch Einset-
zen des Ansatzes u,(z) = C(x) - e F'®) zur Bestimmung der Funktion C(z). (Dies nennt
man auch Variation der Konstanten, weil man hier die Konstante C' der homogenen
Losung durch eine Funktion C(x) ersetzt.)

(@) + f () - up(x) = C'(x) - e = C(a) - 7O f(2) + f(z) - Cla) - e 7
= O'(z) - e F@ L p(z)
Multiplikation mit ef'(®):
— CO'(z) =" . h(z)
e Clz) = / @) . h(z) da

= uy(x) = e @) . /eF(x) -h(z)dz

3. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung erhalten wir dann durch Addition der
homogenen und der partikuldren Loésung:

u(w) = up(x) + up ()
=@ [0 b o4 €T

_ P [ / @) . p(z) d + C

Die Konstante C' bestimmen wir aus der Anfangsbedingung u(zg) = uo.

Beispiel 8.11
1.

N=-AN< N+ XA -N= 0
~—
=f(t) =h(t)

{

= F(t) = Xt

N(t) =e . /e)‘t 0dz+C| =e . (C,+CO)
———
T redefiniere C'

1

N(t)=C e
Anfangsbedingung: N(0) = C-e’ = C = N
= N(t) = Noe
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Damit ist f(z) = —1 und h(z) = 1.

1
F(m):/—xda}:—lnkn

@) = ([ emlaz o)
- </‘;|dx+0>

Falls x positiv ist, konnen wir die Betragsstriche einfach weglassen, falls x negativ ist,
setzen wir —z ein und die zwei negativen Vorzeichen heben sich weg (die nicht festgelegte
Konstante wechselt gegebenenfalls das Vorzeichen).

Wir erhalten in beiden Félle

u(az):x-(/idx—i—C) — 2 (Infz| + C)

x+1
f(z)=1und h(z) = F5 e
Fx)==
(z) = —x/:v T e tdr 4+ O
u(z) =e _ e e dw

:e_m-/ i dm+C]
z+1

— /(x“— L )dx+C]
r+1 x+1

[ e

=e ¥ (r—Injz+1]+CO)

Anfangsbedingung: u(0) = 1:

u(O):eO-(O—lnl—FC):Cél

= uz)=e* (z+1—-Inlz+1))
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8.2 Losung von Differentialgleichungen héherer Ordnung durch geeigneten
Ansatz

Differentialgleichungen héherer Ordnung sind oft nicht einfach analytisch zu 16sen. Manchmal
kann man eine Losung durch einen geeigneten Ansatz bestimmen. Wir betrachten das folgende
Beispiel:

Die Position eines schwingenden Federpendels wird durch folgendes Anfangswertproblem
beschrieben:

mi(t) + ax(t) + kx(t) =0
z(0) = xo
(0) = v
Dabei ist m die Masse des Pendels, a die Dampfungskonstante, k die Federkonstante, zy die

Position zur Zeit ¢ = 0 und vy die Geschwindigkeit zur Zeit ¢t = 0.
Wenn die Dampfungskonstante o = 0 ist, reduziert sich die DGL zu

mi(t) + kx(t) =0 <= mi(t) = —kx(t)

Losungen dieser vereinfachten DGL sind die trigonometrischen Funktionen sinwt und cos wt
oder in der komplexen Variante ce* mit A = a +ib € C und ¢ € C.
Wir verwenden dies als Losungsansatz und setzen in die Pendelgleichung ein:
meeM XN +aceMA+keeM =0
2 At
= (m)\ +a)\+k) ce =0
#0
= mA +ar+k=0

Die zwei moglichen Werte fiir A erhalten wir aus

) _—ai\/a2—4km__ii /(&)Q_E
/2= 2m  2m 2m m

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch

cle)‘lt + CQ@AQt, c1,co € C.

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, erhélt man

m (cl)\%e)‘lt + 02A56A2t> + o (cl)\le)‘lt + 02)\26)‘2t) +k (cle)‘lt + 026’\2t>
= mcl)\%eht + aci A\ eMt + kepeMt + mczkge)‘ﬁ + acaae™?t + kege?t
= (mA} + aA1 + k) c1e™’ + (mA3 + ady + k) coe™' =0

-0 -0

Die beiden Konstanten ¢; und ¢ erhilt man aus den Anfangsbedingungen fiir Ort und Ge-
schwindigkeit.
Wir konnen folgende Fiélle unterscheiden:
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e o =0 (keine Ddmpfung):

)\1/2::|: —Ezi\lﬁ\/—lzi\lﬁl
V m m m

Mit w = V% ist die Losung damit

¢ [cos(wt) + isin(wt)] + ¢2 [cos(—wt) + i sin(—wt)]
= ¢ [cos(wt) + isin(wt)] + ¢2 [cos(wt) — i sin(wt)]

= (c1 + ¢2) cos(wt) + (c1 — ¢2)isin(wt)
Wir erhalten eine Schwingung mit konstanter Frequenz und Amplitude.

o a > V4km (starke DAmpfung):
Die Losungen A;/ sind reell, da a? —4km > 0. Weil k£ und m positiv sind, ist o >

Va? — 4km und beide Werte sind negativ.
Die Losung

1Mt 4 eoe™t mit A, A €R, A, Mg <0

beschreibt einen exponentiellen Riickgang des Pendels in die Stellung z = 0, in der keine
Kraft mehr auf das Pendel wirkt.

e 0 < a < V4km (schwache Dampfung):
Mit A\ = a +ib ist a1 = az = —% eine Zahl kleiner Null. Aus by = £1/£ — ()

2m
ergibt sich mit w = \/% — (%)2 die Losung

e~ 2mt - [e1 (cos(wt) 4 isin(wt)) + ¢ (cos(wt) — i sin(wt))]
= e 2mt - [(c1 + c3) cos(wt) + (c1 — ¢3)isin(wt)]

Dies beschreibt eine geddmpfte Schwingung abnehmender Amplitude aber mit immer
noch konstanter Frequenz, wobei die Amplitude mit steigender Diampfung immer mehr
abnimmt.

3-Minutes Python 15
In Sympy ist auch ein méchtiges Tool zum Losen von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen enthalten. Um es zu verwenden, miissen wir zunéchst festlegen, dass ein bestimmtes
Symbol eine Funktion représentiert. Dies geschieht mit der Sympy-Funktion Function. Au-
Berdem miissen wir Ableitungen dieser Funktion beschreiben kénnen. Dies geschieht mit
Derivative(f (x),x). Das erste Argument ist die Funktion, die abgeleitet wird, danach
kommen mit Komma getrennt die Variablen, nach denen abgeleitet wird. Derivative (f (x) ,x)
%(;) entsprechen und Derivative (f (x),x,x) entspricht dzj;gx).

Die Losungen einer gewohnlichen DGL wird durch die Funktion dsolve(eq) berechnet.
Dabei ist das Argument die Differentialgleichungen in der Form

wiirde also

F(:c,u,u’,...,u(")> =0,

wobei das Gleichheitszeichen und die Null weggelassen werden.
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Abbildung 8: Position des Federpendels (k = 1,m = 1) fiir starke Ddmpfung o = 3 (oben
links), schwache Dampfung o = 1.5 (oben rechts), schwache Démpfung o = 1
(unten links) und keine Dédmpfung oo = 0 (unten rechts).
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Als Ergebnis gibt dsolve ein Funktionsobjekt aus. In diesem steht zunichst der Name
der Funktion und anschliefend die Losung mit eingefiigten Konstanten C1, C2, ...

>>> from sympy import *

>>> x=Symbol ( )

>>> f=Function/( )

>>> dsolve(Derivative (f(x) ,x)-f(x) **2)

Eq(f(x), -1/(C1 + x))

>>> dsolve(Derivative (f(x) ,x)+f(x)-x/(x+1)*exp(-x))

Eq(f(x), (C1 + x - log(x + 1))*exp(-x))

>>> m,a,k=symbols ( )

>>> dsolve (m*Derivative (f(x) ,x,x)+a*xDerivative (f(x) ,x)+k*f(x))

Eq(f(x), Cl*xexp(x*(-a - sqrt(a**2 - 4xkx*m))/(2*m)) +
C2xexp(x*(-a + sqrt(a*x*2 - 4*xk*m))/(2*m)))
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9 Integraltransformationen

Bei einer Integraltransformation wird einer Ausgangsfunktion bzw. Originalfunktion f : I — R,
I € R eine (meist komplexwertige) Zielfunktion bzw. Bildfunktion 7{f} mit reellem Definiti-
onsbereich D zugeordnet, indem man die Ausgangsfunktion mit einem sogenannten Integral-
kern K (z,y) multipliziert und iiber ein Intervall I € R integriert:

T{/ ) = / K(r.y)f(@)de,  yeD.
I

Das Integral existiert natiirlich nur fiir bestimmte Kombinationen von Integralkern und Aus-
gangsfunktion.

Wir wollen hier die zwei wohl gebrauchlichsten Integraltransformationen behandeln, die Fou-
riertransformation und die Laplacetransformation. Beide kénnen als eine Transformation aus
dem Zeit- oder Ortsraum in den Frequenzraum verstanden werden. Die Transformierten sind
ein Maf fiir den Anteil von bestimmten Frequenzen an dem Signal das durch die Originalfunk-
tion beschrieben wird.

Um festlegen zu konnen fiir welche Arten von Funktionen diese Transformationen existieren,
brauchen wir noch einige Definitionen.

Definition 9.1

Eine Funktion f : [a,b] — R heiit in [a, b] stiickweise stetig, wenn eine Zerlegung a = zp <
xy < -+ < my, = b von [a,b] existiert, so dass f in den Intervallen |z;_1,x;[ stetig ist (fiir
i=1,...,n), und wenn aulerdem die rechts- und linksseitigen Grenzwerte

f(xh) = lim f(x; +¢) firi=0,...,n—1

e—0
f(z;) :zli_r:% (x; —€) firi=1,...,n
existieren.
Die Funktion f heifit in [a, b] stiickweise glatt, wenn auBlerdem die Ableitung von f in den
Intervallen |x;_1, x;[ stetig ist (fiir i = 1,...,n) und die rechts- und linksseitigen Ableitungen
4 R) — +
i L@ =@ 0
h—0 h
=) — f(z; — h
lim flai) = fla ) firi=1,...,n
h—0 h
existieren.

Die Funktion f heifit stiickweise stetig (glatt), falls f in jedem endlichen Intervall [a,b]
stiickweise stetig (glatt) ist.

Definition 9.2
Eine Funktion f : R — R heif3t absolut integrierbar, falls das uneigentliche Integral

7|f(x)|dx

existiert.
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9.1 Laplacetransformation

Definition 9.3
Eine Funktion f : [0, 00[— R heifit von exponentieller Ordnung -, falls es Konstanten M > 0
und v € R gibt, so dass gilt

|f(x)| < Me™ x € [0, 00]

Beispiel 9.4
Die Funktion f(z) = x? ist fiir alle z > 0 von exponentieller Ordnung 1, da

|[f(@)] = 2® < 2e”,

da die Taylorentwicklung von e* = 242z +22+ %xg +. .. zusitzlich zu 22 lauter positive Terme
enthilt. (Genau genommen ist jede Potenz " von exponentieller Ordnung v mit beliebigem
~v > 0, da jede Exponentialfunktion schneller wéchst als jede Potenz. Nur das M wire je nach
-~ unterschiedlich.)

Satz 9.5

Zu jeder im Intervall [0, 00| stickweise stetigen Funktion f : [0,00[— R wvon exponentieller
Ordnung ~y existiert die sogenannte Laplacetransformierte L{f} : {s € C : Re(s) > v} — C
mit

C{fHs) = / f(t)et dt.
0

Man verwendet statt L{f} oft auch die Bezeichnungen F(s), (Lf) oder L(f).

ohne Beweis

Satz 9.6
Die Funktionen f; und fy seien in [0,00| stiickweise glatt und von exponentieller Ordnung .
Falls

L{f1}(s) = L{f2}(s) fir alle s € C mit Re(s) >~
gilt in jedem Punkt t > 0, in dem f1 und fo stetig sind:

fi(t) = fa(t).

ohne Beweis

Satz 9.7

Eine Funktion f :[0,00[— R sei in [0, 00| stickweise glatt und von exponentieller Ordnung .
Dann existiert die Laplacetransformierte L{f} und deren Umkehrfunktion. Insbesondere gilt
fiir beliebige x > v und allet > 0

T+ia _
JEHIE) gy

o Jim | est-c{f}<s>ds={f<o+f s

2

271 a—o00
r—ia

firt=20

Ist f stetig in ganz RT, dann gilt

xr+ia
flit) = 1 lim et L{f}(s)ds

271 a—o00
r—ia
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ohne Beweis

Satz 9.8
Das Integral einer komplexwertige Funktion reeller Zahlen f: 1 — C, I C R ldsst sich berech-
nen, indem man den Realteil und den Imagindrteil getrennt integriert:

/:f(x)dx:/abRe(f(m))da:+i/ab1m(f(a:))da:

Beweis: Ergibt sich direkt aus der Definition des Riemann-Integrals. 0

Beispiel 9.9
Wir wollen die Laplacetransformierte der Heaviside-Funktion

ot — a) 1 firt>a cR*
—a) = , a
0 sonst

berechnen.
(t — a) ist von exponentieller Ordnung fiir v > 0 (z.B. ist ae® > 0(t — a)). Wir bestimmen
die Laplacetransformierte fiir Re(s) > 0.

0o 00 b
L{0(t —a)}(s) = /H(t —a)e *tdt = /eSt dt = lim [ e ' dt
b—oo
0 a a
e—st b
= lim [ ] = lim — (e*Sb — efsa)
b—oo | —S a b—oo —S8
— lim _1( e Re(s)b . e—i Im(s)b _e—sa>
b—oo S ~——
—0 auf Einheitskreis
da b>0 A Re(s)>0
— le—sa
S

Beispiel 9.10
Nun berechnen wir die Laplacetransformierte der Funktion

{1 fiir t < a

, a€RT.
0 sonst

ft) =

L{6(t — a)}(s) = 70f<t>e—st dt= [ et = {] N SR B
0

3-Minutes Python 16

Mit Hilfe von Sympy lésst sich auch die Laplacetransformierte vieler Funktionen berechnen.
Die Methode dazu heifit laplace_transform und erhilt als Argumente die zu transformie-
rende Funktion, die Integrationsvariable und die Variable von der die Laplacetransformierte
abhéngt. Auf die Beispiele oben angewandt erhalten wir:

>>> from sympy import *
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2 >>> t,s,a=symbols( )
>>> laplace_transform(Heaviside(t-a),t,s)
1 (exp(-a*s)/s, 0, And(0 < a, Ne(1/a, 0)))
>>> laplace_transform(l-Heaviside(t-a),t,s)
6 (1/s - exp(-axs)/s, 0, And(0 < a, Ne(1/a, 0)))

Auch die inverse Laplacetransformation l&sst sich mit Sympy durchfiihren. Die Reihenfolge
der Argumente fiir die Variablen ist dabei natiirlich vertauscht:

>>> inverse_laplace_transform(exp(-a*s)/s,s,t)
2 Heaviside(-a + t)

>>> inverse_laplace_transform(l/s - exp(-a*s)/s,s,t)
4 Heaviside(t) - Heaviside(-a + t)

Die Laplacetransformation ist eine lineare Abbildung, das heifit

Satz 9.11
L{f1+ fo} = L{f1} + L{f2} (9.1)
L{af} =a-L{f} VaeR 9.2

Beweis:

(9.1)

o0

LU+ fo) = / () + folt)) - e~ dt

0
= /fl(t) ceFdt + /fg(t) ceFtdt
0 0

= L{f1} + L{f2}

E{a'f}z/(af(t))'ethtza/f(t)-etht:a-ﬁ{f}
0 0

Satz 9.12
f[0,00[— R sei eine gegebene Funktion, die stickweise stetig und von exponentieller Ordnung
sei. Mit § € Rt definieren wir die um § nach rechts verschobene Hilfsfunktion

0 0<t<d
g(;(t)iz{ .

flt—08) t>6
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Dann gilt der Verschiebungssatz

L{gs(t)} = e - L{f}

und fiir beliebige § € R

L{f}(s —0) = L{e" - f(1)}

sowie der Streckungssatz

LU} = L) a€Ra#0

ohne Beweis

9.1.1 Ableitungssatze

Satz 9.13
Sei f : [0,00[— R eine stetige, stiickweise glatte Funktion von exponentieller Ordnung . Dann
gilt fir alle s € C mit Re(s) >~

L{F(B)} = s L{F()} = £(0)

Beweis: Durch partielle Integration erhalten wir:

o0 e}

£{f} = [y @ai= fim [ S0+ [0 = —10) +5- L7}
—00
0 0
O

Satz 9.14
Sei f :[0,00[—= R eine (r — 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und FO=1 stiickweise glatt.
Ferner seien f, f', ..., fO~Y won exponentieller Ordnung ~. Dann gilt fir alle s € C mit
Re(s) >~

LD @Y =" L{fO)} =51 £(0) =77 £1(0) ... — FU7D(0)
Beweis: Ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Satz [9.13] O

9.1.2 Elektrodynamik

In Kapitel haben wir uns mit der Elektrostatik in Wechselstromkreisen beschéftigt. Jetzt
mochten wir auch zeitabhéingige Vorgédnge in Stromkreisen beschreiben, z.B. das Ein- oder
Ausschalten.
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Ist U(t) die Spannung der Spannungsquelle, dann gilt nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz
(Maschenregel) fiir die Spannungen entlang einer geschlossenen Schleife

n
U(t) =Y Ui(t).
i=1
Fiir einen Kondensator gilt fiir die Beziehung zwischen Ladung Q(t) und Kapazitit C

Ue(t) = = - Q).

Fiir einen klassischen Widerstand gilt die bekannte Beziehung zwischen Spannung, Strom und
Ohm’schen Widerstand

Ur(t) = R-I(t).

Bei einer Spule schlieBlich fiihrt eine zeitliche Anderung des Stroms zu einer induzierten Span-
nung, abhéngig von der Induktivitat L

UL(t) = L - 1(t)

Wir betrachten nun als Beispiel einen sogenannten elektrischen Schwingkreis, bestehend aus
einer Spule, einem Widerstand, einem Kondensator und einer Spannungsquelle.

Fiir die Spannungen erhalten wir die Beziehung;:

L-f(t)—irR-I(t)Jré-Q(t):U(t)

Die Ladungsénderung im Kondensator @(t) entspricht hier gerade dem Strom I(¢). Wir erhal-
ten damit fiir Q(¢) die Differentialgleichung

L Q)+ R Q) + - Q) = U()

Durch Anwendung der Laplacetransformation auf beide Seiten der Differentialgleichung erhal-
ten wir

L+ (PLQW}(5) - 5Q(0) — Q(0)) + R~ (LLQ}(5) — Q) + SLQ}(5) = L{U (1)}
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und kénnen nach £{Q(t)}(s) auflésen:

LIUM}(s) + L+ (5Q(0) + Q(0)) + RQ(0)

Q) (s) = T
C

(9.3)

Dies ist die allgemeine Losung im Bildraum.

Zur Anwendung auf ein konkretes Problem brauchen wir die Transformierte der Spannung,
die Parameter L, R und C sowie die Anfangsbedingungen. Die Spannungsquelle mit einer
Spannung von 1 V werde zum Zeitpunkt ¢y ein- und zum Zeitpunkt ¢; wieder ausgeschaltet.
Wir haben also an der Spannungsquelle

1V to<t<t
U(t) = 0="="
oV sonst
Verwenden wir unser Ergebnis aus Beispiel erhalten wir fiir L{U}(s)
1 —e 0
LU = -

Gesucht ist nun Q(¢) mit den Anfangsbedingungen Q(0) = 0 Coulomb und Q(0) = I(0) =

0 @. Die Induktivitdt sei L = 1 Henry, der Widerstand R = 2 (2 und die Kapazitéit
C = 0.1 Farad. Einsetzen in (9.3) liefert

1— et 1 s 1

= = — € .

s(s?2+2s+10)  s(s?+2s+10) s(s? + 2s + 10)

L{Q()}(s)

Dieses Ergebnis miissen wir jetzt noch zuriick transformieren. Dazu machen wir eine Partial-
bruchzerlegung von

1 A B

- +7
s(s2+2s+10) s s2+42s5+410

1 1
= A(s*+25+10) +Bs =1 < A=15 B==15(+2)
1 11 s+2

:>— _—

s(s2+2s+10) 10s 10 s2+2s+10

1 /1 (s+1)+1Y 1 /1 s+1 1

S 10\s (s+1249) 10\s (s+1)24+32 (s+1)2+32

Wir verwenden nun die folgenden Beziehungen aus Tabelle
55— A
(s — \)2 + w?
Mit A = —1 und w = 3 erhalten wir
1 /1 s+1 1 3
L{ft)}=—=|—-— - =

7w} 10 <s (s+1)2+32 3(s+1)2+32)
1
10

o L{1}, = L{eM coswt}, d 5 = L£{eMsinwt}
s

(s —A)? 4w

mit f(t) (1 — e~ cos(3t) — ée*f sin(3t)> - % [1 — et <cos(3t) + ;sin(?)t)) }
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0.2 5

0.1

—0.11"

Abbildung 9: Ladung Q(t) auf dem Kondensator fiir den Schwingkreis mit ¢y = 0 Sekunden
und ¢; = 1 Sekunde.

Anwendung des Verschiebungssatzes ergibt:

0 to <t <t
[’{f(t_tl)}: { —sty 1 ¢ "
€ s(s2+2s+10) >l
Damit erhalten wir die Losung
<t<
Q) = f(t) to<t<t
f@) = f(t—t) t>t
B (1 — e~ [cos(3t) + £ sin(3t)]) to<t<ty
L (em=1) [eos(3(t — t1)) + 2 sin(3(t — t1))] — et [cos(3t) + & sin(3¢)]) t>t

Abbildung [9] zeigt die Losung fiir ¢ty = 0 Sekunden und ¢; = 1 Sekunde.

9.1.3 Faltung

Die Faltung ist eine besondere Art von Produkt, die hdufig bei der Anwendung von Filtern
in der Bildbearbeitung, der Verarbeitung von Audiosignalen oder der elektrischen Signalver-
arbeitung benotigt wird.

Definition 9.15
Seien f1 und fo stetige, stiickweise glatte Funktionen. Dann nennen wir

t

(1% fo)(8) = / At =) fa(r)dr, 20

0

die Faltung der Funktionen f; und fs, falls das Integral fiir alle ¢ € Rg existiert,.
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Originalfunktion Bildfunktion Konvergenz-
f(t) =L {F(s)} F(s)=L{f(t)} bereich
t S% Re(s) >0
t", n € Ny S Re(s) > 0
> ault — to)" $% oule—tos Re(s) > 0
n=0 n=0
cos(wt) e Re(s) >0
Sln( t) oy Re(s) >0
eM cos(wt) (Sif\;ﬁwg Re(s) >0
M sin (wt) (si)\‘)‘ngwQ Re(s) >0
t cos(wt) (8822;;22)2 Re(s) >0
t sin(wt) (323352)2 Re(s) > 0
In(zt) —1(m(£)+7) Re(s)>0
e*t, 2€C e Re(s) > z
1—e*, 2€C s(;fz) Re(s) > z
te*t, ze C (3—12)2 Re(s) > z
te*, neN, ze€C o Re(s) > 2
(fln__ll), e, neN, z€C (s—2z)™" Re(s) > z
cosh(At) = 6”; e Re(s) > |\
sinh(\t) = 2@ sQi\)\Q Re(s) > |\l
t cosh(\t) st Re(s) > |A|
tsmh()\t) (82?\;2) Re(s) > |)\|
i(t) 1
o (t) s" seC
o(t) 1 Re(s) > 0

Tabelle 4: Korrespondenztabelle fiir die Laplacetransformation.
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Satz 9.16
Seien f1 und fo stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~v. Dann existiert die Lapla-
cetransformierte der Faltung f1 x fa fiir Re(s) >, und es gilt

L{f1* fo} = L{f1} - L{f2}.
ohne Beweis

Beispiel 9.17
Gegeben sei die Bildfunktion F(s) = # Wir suchen die Originalfunktion f(¢). Wir verwen-
den dazu die Beziehung

1 2
F(s)= - + ——
s se+1
~~ N——
=L£{1} =2£{sint}
=L{2sint}

Wir konnen f(t) also als Faltung von f1(t) = 1 und fa(t) = 2sint berechnen:

t
ft) = (f1* fo)(t /1-251n7’d7=[—20087’]6:—QCost—l—QCosO:Q(l—cost)
0

9.2 Fouriertransformation

Satz 9.18
Zu jeder stiickweise stetigen und absolut integrierbaren Funktion f : R — R existiert die
sogenannte Fouriertransformierte oder Spektralfunktion F{f} : R — C mit

F{fHw / F(t) - e dt.

ohne Beweis

Satz 9.19
Die Funktionen fi1 und fo seien stiickweise glatt und absolut integrierbar. Falls

F{fi}(w) = F{fo}(w) fir allew € R

gilt in jedem Punktt € R, in dem f1 und fo stetig sind:
fit) = fa().

ohne Beweis

Satz 9.20
FEine Funktion f: R — R sei in R stickweise glatt und absolut integrierbar. Dann existiert die
Fouriertransformierte F{f} und deren Umkehrfunktion. Insbesondere gilt:

xt ,
f( ); / {f} . zwtdw
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Ist f stetig in ganz R, dann gilt
1 7 twt
)= 5 [ FliHw) e do
T

ohne Beweis

Anmerkung 9.21
Es gibt alternativen Varianten der Fouriertransformation, die sich in der Verteilung des Vor-
faktors unterscheiden:

Fiew) = o= [ 10 a

1 r wt
o= ZO FLIHw) - e du

bzw.

1

Fifw) =5 [ 1)t

fa) = / F{Hw) - 6! dw

Letztendlich ist es Geschmackssache, welche Variante gew&hlt wird.

Beispiel 9.22
Die Fouriertransformierte der Funktion

1 fir ¢ <
f(t):{ irftfsv g (9.4)
0 sonst

berechnet sich wie folgt:

w#0
F) = [ foeta= [ oeta— | e
= ei‘*’”;}e—w’ = %sin(l/w)
w=20

F{f1(0) = /f(O)e_iOtdt:/ldt:%

4
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Beispiel 9.23
Wir wollen nun die Riicktransformation der gerade berechneten Fouriertransformierten F{f}
fiir den Fall u = 1 berechnen, also

sin(w) fiir
f{f}(W)Z{; e ey

flirw=20

berechnen.
Wir betrachten insbesondere die Unstetigkeitsstelle der Funktion bei t = v fiir v = 1:

o0

;ﬂ/f{f}(w)eiwdw:i / sin(w) e dw

w
—0o0
00

(1| [, 7’ sin®(w) |

™ w w
—o0 —0o0

mit sin(2z) = 2 cos(z) sin(z)
cos(2x) = 1 — 2sin’(x)

e} [e.e]

1 [ / sin(2w) dw i / 1 — cos(2w) dw]
m 2w 2w
——

—00 —0o0
achsensymm.

weil sin(—w)=sin(w) =0 da puvnktsymm.
weil cos(—w)=cos(w)

a 2a %)
2 sin(2w) SUbft_thLiflon 1 s1nw 1 mw
= — lim dw —
i
0

— lim =
w T a—00

0 0

w\:

1 0+1  fA)+f(1")
2 2 2

3-Minutes Python 17

Analog zur Laplacetransformation berechnen sich die Fouriertransformation und deren In-
verse mit Sympy. Die Methoden heiflen fourier_transform und inverse_fourier_transform.
Die Argumente sind die zu transformierende Funktion, die Integrationsvariable und die Va-
riable von der die Fouriertransformierte abhéngt. Um das Ergebnis des letzten Beispiels

zu erhalten, miissen wir noch festlegen, dass der Parameter a positiv ist:

>>> from sympy import x*

2 >>> t,k=symbols ( )

>>> a=Symbol ( ,positive)

4 >>> fourier_transform(Heaviside(t+a)-Heaviside(t-a),t,k)
I*x(-exp (4xIxpi*a*xk) + 1)*exp(-2*I*pixaxk)/(2*pixk)

Es ist nicht sofort klar, dass dies das selbe Ergebnis ist. Wir kénnen es noch ein bisschen
umformen lassen:

1 >>> expand (_)
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-Ixexp (2*xI*xpi*xaxk)/(2*xpixk) + Ixexp(-2xI*xpi*xaxk)/(2xpixk)

Beriicksichtigen wir,dass w = 27k, dann stimmt das Ergebnis. Fiir die Riicktransformation
erhalten wir:

>>> inverse_fourier_transform (2*xsin (2*xpix*k)/(2*xpix*k) ,k,t)
2 Piecewise ((0, Abs(t**2) > 1), (1, True))

Piecewise ist eine Funktion, die stiickweise definiert ist. Sie besteht aus Paaren von Werten
und Bedingungen. Die Funktion nimmt den ersten Wert an, fiir den die Bedingung wahr
ist. Die Funktion ist also O fiir |[¢| > 1 und 1 sonst, was im Wesentlichen unserem Ergebnis
entspricht (bis auf die Unstetigkeitsstellen).

9.2.1 Eigenschaften

Satz 9.24
Flfi+ fo} = F{fi} + F{f2} (9.5)
Ha-f} =a-F{f} (9.6)
F{ft+08)} =T . F{f(t)} (Verschiebungssatz) (9.7)

ohne Beweis

Wegen (9.5)) und sagt man dass auch die Fouriertransformation eine lineare Abbildung
ist.

Beweis:

9.5)

[e o]

ﬂﬁ+h%i/mw+ﬁmyfmw

:/MWKWw+/mwawm

=F{fi} + F{fe}
XS
Fla-ft= [ (af@)- e di=a [ 1) tat=a- F(f)

Substitution

f{f(ti&}—/ftié A /ff e~ (%) af

:tzw5 / f —zwf df — e:i:iwé . f{f(t)}
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9.2.2 Ableitungssatze

Satz 9.25
Sei f: R — R eine stetige, stiickweise glatte Funktion. Ferner seien f und f' absolut integrier-
bar. Dann gilt fir alle w € R

FLU ()} =dw - F{f()}
ohne Beweis

Satz 9.26
Sei f: R — R eine stiickweise glatte Funktion und f und f' seien absolut integrierbar. f besitze
die n Unstetigkeitsstellen t1,to, ..., t,. Dann gilt fir alle w € R

FU0)) = iw - F{I(0)} — % S () — (i) - e .

k=1
ohne Beweis
Satz 9.27
Sei f: R — R (r — 1)-mal stetig differenzierbar und U= stiickweise glatt. Ferner seien f,
f', ..., f) absolut integrierbar. Dann gilt fir alle w € R

FLO W0} = (w)” - F{F(1)}
ohne Beweis

Beispiel 9.28

FU" 458 = [} = F{"+5F {1} = F{f} = (W) F{f} + 5iwF{f} = F{f}
= (—iw® + biw — 1) - F{f}

9.2.3 Faltung

Definition 9.29
Seien f1 und fo stetige Funktionen. f sei beschrinkt und f> absolut integrierbar. Dann heif3t

(Fre f)00) = o [ ile = w)fatu) du

die Faltung der Funktionen f; und fs.

Diese Faltung steht in einer engen Beziehung zur iiber die Laplacetransformation definierten
Faltung. Es gilt

1

(fl * fQ)Fourier(t) = %(fl * f2)Lap1ace(t) vt Z 0

und auch fiir diese Faltung gilt ein Faltungssatz:
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Satz 9.30
Seien f1 und fo stetige und absolut integrierbare Funktionen. Ferner sei fi beschrinkt. Dann

gilt
F{fi* f2} = F{fr} - F{fo}

ohne Beweis
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